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Zur Kennzeichnung 
des Sinus und verwandter Funktionen 
durch F unktionalgleichungen. 


Von L. Vietoris in Innsbruck. 


Die Gleichungen 

(4) (1') Clz — £) = Clz)ClE) + S(z2)S(E), 

TA S(z — 8) = S(z)ClE) — C(a)S(E) 
haben, wenn man darin C(z) = cos x, $(z) = sin x setzt, ein ehrwürdiges Alter. Schon 
Ptolemäus!) leitet (1’”’) aus dem nach ihm benannten Lehrsatz über das Sehnenviereck 
ab und berechnet damit seine Sehnentafel. Darin steckt die Erkenntnis, daß (1”) unter 
gewissen als selbstverständlich empfundenen Zusatzvoraussetzungen die trigonometri- 
schen Funktionen bestimmt. 

Andererseits hat O. Perron®?) bemerkt, daß den Gleichungen 


a, @) Clz +8 = Cla)Cld) — S(a)S(E) 
(2”) S(z +8) = S(a)ClE) + Clz)S(E) 
auch die Funktionen C(z) = a*cos kx, S(z) = a” sin kzx bei beliebigen a, k genügen, 
J.C. H. Gerretsen?) hat gezeigt, daß schon (1’) fast so stark ist wie (1), indem 
er den Satz bewies: 
Wenn die für jedes reelle x definierten reellen Funktionen C(z), S(xz) der Glei- 


chung (1’) genügen und wenn lim — s(@) —=4 ist, dann ist C(z) = cos z, $(x) = sin r. 


z—0 


J. G. van der Corput®) hat diesen Satz verallgemeinert, indem er zeigte: 

Wenn die nicht konstanten Funktionen C(z), S(x) die Gleichung (1’) erfüllen und 
wenn die Punkte (C(z), $(z)) nicht auf jeder Strecke der x-Achse jedem Punkt des Ein- 
heitskreises beliebig nahekommen, ist C(z) = cos kx, S(x) = sin kz, wo k von x nicht 
abhängt. 

Ferner hat van der Corput*) mit Hilfe einer Hamelschen Basis‘) aller reellen 
Zahlen (mit Hilfe des Auswahlaxioms) alle Lösungen von (1’, konstruiert. 


1) J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik II (1903), 226. 

2) O. Perron, Über Additions- und Subtraktionstheoreme, Arch. Math. Phys. (3) 28 (1920), 97—100. 

®) J. C. H. Gerretsen, De karakteriseering van de goniometrische functies door middel van een funktio- 
naalbetrekking, Euclides 16 (1939), 92—99. 

*) J. G. van der Corput, Goniometrische functies gekarakteriseerd door een functionaalbetrekking, Euelides 
17 (1940), 55—75. 

5) G. Hamel, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lösungen der Funktienalgleichung /(z + 9) 
=(z) + /(y), Math. Ann. 60 (1905), 459—462. Auch F. Hausdorff, Mengenlehre 1927, S. 174. 
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Auf eine möglichst leicht verständliche Einführung der trigonometrischen Funk- 
tionen durch die Gleichungen (1) geht M. Krafft‘) im Anschluß an O. Perron?) aus. Er 
zeigt, daß die einzigen Lösungen von (1), für die C(x) > 0 in einer Umgebung der Stelle 
x = ( ist, eine einparametrige Schar bilden, deren Elemente durch Änderung des x-Maß- 
stabes ineinander übergehen und in der die geometrisch definierten Funktionen sin z 
und cos x vorkommen. 

Ich gebe im folgenden zunächst, ebenfalls mit Hilfe einer Hamelschen Basis, alle 
Lösungen der Funktionalgleichung 

(3) Alz +8) = A(z)A(d), 
in der A(x) eine für jedes reelle x erklärte komplexe Funktion bedeutet. 

Daraus werde ich die Lösung der d’Alembert-Poissonschen Funktionalgleichung‘) 

(4) Clz +8) +2 — 8) = 2C(a)Cld) 
sowie der mit ihr in enger Wechselbeziehung stehenden Gleichung?) 

(5) [S(2) + SHILSLE) — SE] = Ste + HS — 8) 
und die oben angeführten Ergebnisse ableiten. Ferner werde ich die Gleichungen (1”) 
(2’), (2’’), sowie die „hyperbolischen‘‘ Gegenstücke von (1’) und (2°), jede für sich, voll- 


ständig lösen. 
Dabei seien sämtliche Funktionen als für jedes reelle x erklärt und, wo nicht das 


Gegenteil gesagt ist, als reell vorausgesetzt. 


I. 


Wir setzen 
(6) A(z) = C(x) + iS(e), 
wo C(x) und $(x) reelle Funktionen der reellen Veränderlichen x sind. Dann bestätigt 


man unmittelbar: 

Das Funktionenpaar C(x), S(x) ist dann und nur dann eine Lösung von (2), wenn 
A(z) der Gleichung (3) genügt. 

Es möge also (2) und damit (3) gelten. Wegen A(0) = A®(0) ist A(U) = 0 oder 
A(0) = 1. Im ersten Fall ist 

A(z) = A(z)A(0) = 0 

für jedes x. Diese Lösung von (3) heiße die triviale oder die Nullösung von (3). Ihr ent- 
entspricht die Nullösung C(z) = S(z) = 0 von (2). 

Nun sei 

(7) A) =A. 
Dann gilt für jedes x 


©) M. Krafft, Herleitung der trigonometrischen Funktionen aus ihrer Funktionalgleichung, Deutsche 
Mathematik 4 (1939), 194—201. 

?) Die von (4) nur unwesentlich verschiedene Gleichung C(z + £) + C(ze— £) = C(xz)C(£) ist d’Alem- 
bert (Me&m. sur les principes de la m&canique, 1769) bei der Zusammensetzung der Kräfte, zuerst begegnet. Poisson 
hat in der Abhandlung: Du parallelogramme des forces (Corresp. Ee. p:l. 1, 1804—08, 357) und im Traits de 
mecanique I, 1833, im selben Zusammenhang (4) eingeführt. Mit C(x) = eos z bedeutet sie, daß die Diagonalen 
des Rhombus aufeinander senkrecht stehen und einander hälften. . Ihre stetigen Lösungen wurden zuerst von 
Cauchy (Analyse algebrique, 1821.) ermittelt.. Als trigonometrische Formel ist (4) eine Grundformel der 
„Prosthaphairesis‘‘, die — namentlich vor dem Aufkommen der Logarithmen — Vereinfachungen erzielte, indem 
sie Produkte trigonometrischer Funktionen in Summen verwandelte. Näheres bei J. Tropfke, a. a. O.!), 141, 142, 
230—233, und Enz. Math. Wiss. II, 1/2 (Pincherle), 789. 

®) Mit S(z) = sin x erscheint sie zuweilen als Übungsaufgabe. Sie drückt aus, daß das gleichschenklige 
Trapez ein Sehnenviereck ist. AD — BC seien nämlich seine Schenkel, 4C = BD die Diagonalen, z= X ABI, 
€=<&XABD. 
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(8) Al2) +0 
und 1 = A(x — x) = A(z)A(— x), also 

(9) A(— x) = A-Ur). 

Wir setzen 

(10) 1A(2)I=r(2), A(z) = r(z)E(2) , 
so daß wegen (8) 

(11) r(z) > 0 
und 

(12) IEa)|=1 
gilt. Damit folgen aus (3), (10) und (12) die Funktionalgleichungen 

(13) r(2 +2) = rar), 

(14) E(z + &) = E(a)E(£) 
mit den Nebenbedingungen (11) und (12). Sind umgekehrt r(x) und E(x) Lösungen von 
(11), (13) und (12), (14), dann ist A(z) = r(z)E(z) eine nicht triviale Lösung von (3). 

Die Lösungen von (11), (13) sind die Funktionen 

(15) r(2) = ee", 
wo u(x) eine Lösung der von Hamel’) allgemein gelösten Cauchyschen?) Funktional- 
gleichung 

(16) fe+9)=NMd) +Md) 
ist. 

Wir haben also nur mehr die Gleichungen (12), (14) zu lösen. Sie gehen durch den 
Ansatz 

E(z) = e*” 
in die Funktionalkongruenz 
plz +8) = plz) + YlE) (mod 2) 
über, die van der Corput?) gelöst hat. 

Wir wollen hier aber einen etwas anderen Weg gehen. Er unterscheidet sich von 
dem van der Corput’s dadurch, daß er eine etwas einfachere Darstellung der rationalen 
Zahlen verwendet. E(x) erfülle also (12), (14). & sei beliebig reell. Wir wollen zunächst 
E(r«) für alle rationalen r im Einklang mit (12), (14) möglichst allgemein - erklären. 
Dazu wählen wir eine beliebige komplexe Zahl $# vom absoluten Betrag 1 und eine reelle 
Zahl y so, daß 

eier Bo ß 
ist. Dann wählen wir die Zahlen ß,, fa, Ba, -.. so, daß 
B=B, =, also = B 
ist. Das geschieht, indem wir 
Ba er Eu 


mit 


In 
o=y+ z (kı + 21%, + 31%, +.++ (n — 1)Ik,_ı) 
setzen und k, für jedes j als eine der Zahlen 0,1,2,...,j wählen. Dann erklären wir 


für jede ganze Zahl m 


elne)= 


®) A. Cauchy, Analyse algöbrique, 1821. 
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Damit ist E(r«) für jedes rationale r gewählt. Sind r,s rational, dann köhnen wir gie 
in der Form 


schreiben. Es ist also 
E(r«) = a, E(sa) = Pr, Era + sa) = ßy*" = E(ra), E(sa), 
so daß E(x) in dem bisherigen Definitionsbereich die Gleichung (14) und wegen |ß|=1 
auch (12) erfüllt. 
Es ist nın sachgemäß, die beiden folgenden Fälle zu unterscheiden: 
a) Es gibt ein !,so daß k,_, #0,k,=0 für > list. Dann ist für alle n 


mithin 


also 
E(r«) . E(., «) == - ae er, 
n! 


Damit ist E(x) im Gebiet der Zahlen x = ra die stetige Funktion e’”'*. 
b) Unendlich viele k, sind +0. Es sei k, , #0. Dann liegen die Punkte 
Pa B2, Pa" nicht alle in dem Bogen zwischen 1 und ß,_,. Mindestens zwei von 


ihnen liegen in verschiedenen Quadranten. Weil ff = En, k) und n beliebig groß ist, 


ist also E(x) bei x = 0 unstetig; d. h. die Menge der Näherungspunkte lim E(x,) besteht 


aus mindestens zwei Punkten b,, b,. Es gibt also in beliebiger Nähe a x = 0 Stellen 
x, und £,, für die sich E(x,) von b,, E(£,) von b, beliebig wenig unterscheidet. Dann 
unterscheidet sich 2(=5 ) von einem der beiden Werte /b,b, beliebig wenig. Es 
gibt also unendlich viele Näherungspunkte. Sie kommen daher einander beliebig nahe, 
Zufolge (14) liegen sie damit auf dem Einheitskreis dicht; d. h. E(x) kommt in jeder Um- 
gebung der Stelle 0 und wegen (14) auf jeder Strecke der x-Achse jedem Punkt des Ein- 
heitskreises beliebig nahe. 

Die Gleichungen (12), (14) haben also schon im Gebiet aller mit einer reellen Zahl a 
kommensurablen x nur zweierlei Lösungen, nämlich die Funktionen E(x) = e“” mit 
beliebigem reellem », und Lösungen, die in jeder Strecke der x-Achse jedem Punkt des 
Einheitskreises beliebig nahekommen. Erst recht gilt das im Gebiet aller reellen x. 

Wir wollen jetzt alle Lösungen von (12), (14) angeben. A sei eine Hamelsche 
Basis®) aller reellen Zahlen, d.i. eine Menge reeller Zahlen & derart, daß jede reelle 
Zahl x genau eine Darstellung | 


(17) = z ro; 
hat, in der die «,; endlich. viele Zahlen aus A, die r, ebensoviele rationale Zahlen sind. 


Für jedes & dieser Basis denken wir uns die Werte E () fürn =1,2,3,... wi 


oben im Einklang mit (12), (14) gewählt. Dann ist E(rx) für jedes rationale r und jedes a 
aus A eindeutig gewählt. Ist nun x eine beliebige reelle Zahl mit der Darstellung (17), 
dann erklären wir 
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(18) E(z) = IIE (ra). 


Dann ist E(x) eindeutig erklärt und genügt (12), (14). 

Umgekehrt wird jede Lösung von (12), (14) durch (18) dargestellt. Denn ist E(z) 
eine Lösung von (12), (14), dann erklären wir eine Funktion F(z) an allen Stellen r«, 
wo r rational und & aus A ist, als F(r«) = E(r«) und für die übrigen x gemäß der Dar- 
stellung (17) als F(xz) = I E(r,a,). Dann ist F(x) = E(x) für alle x. 

Zusammenfassend können wir sagen: 

Die nicht verschwindenden Lösungen der Gleichung A(xz + £) = A(z)A(£), in der 
A(z) eine komplexe Funktion der reellen Veränderlichen x bedeutet, haben die Gestalt 

A(x) = e“” E(x), 
wo u(x) eine (reelle) Lösung der Gleichung f(x + &) = f(x) + f{£), E(x) eine (komplexe) 
Lösung der Gleichungen | E(xz) | =1, E(xz + £) = E(z)E(£) ist. A(x) ist dann und nur 
dann stetig, wenn u(x) und E(x) stetig sind, d. h. wenn 
Alz) = et 
ist. 

Es ist naheliegend zu fragen, ob jede unstetige Lösung A(z) von (3) in der ganzen 
Ebene dicht liegt. Wir wollen zunächst die entsprechende Frage bezüglich der Glei- 
chung (16) beantworten, wo f(x) eine komplexe Funktion der reellen Veränderlichen x 
ist. Setzen wir 

Hz) = u(2) + iv(a), 
wo u und v reell sind, dann ist (16) gleichbedeutend mit den Gleichungen 
u(z +2) =u(a) + u(), 
ve+N)=ur)+ vd). 
Ist /(x) unstetig, dann auch u(z) oder v(x). Ist nur eine dieser Funktionen unstetig» 
dann liegt f(x), wie auf Grund der Hamelschen Ergebnisse’) unmittelbar zu sehen, in 
der Ebene dicht. Sind aber beide unstetig, dann sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

a) Zwischen u(z) und v(x) besteht eine lineare Gleichung. Dann liegen die Punkte 
{z) auf einer Geraden und zwar dicht. 

b) Zwischen u(z) und v(x) besteht keine lineare Gleichung. Dann gibt es drei 
Werte x,, X, 23, für welche die Punkte /(z,), /(z,), f(x3) nicht in gerader Linie liegen. 
Dann liegen die Punkte 


fl) + taflze) + 1aflaz) = Mt + late + bat) , 
für die £,, i,, 2, rational mit , +1, +1, = 1 sind, in der Ebene dicht. 
Vermöge der Abbildung A = e’ überträgt sich dies auf die Gleichung (3), wobei 
an Stelle der linearen Gleichung zwischen u und v eine lineare Kongruenz mod 2x tritt. 


I. 


Es sei E(z) komplex oder reell und es gelte 
(12) IE@)i=1, 
(14) E(z +8) = E()E(£). 
Dann ist 
(7) E00) =1. 
Wegen E(z)E(— x) = 1 sind also E(x) und E(— x) konjugiert komplex, mithin 
E(z) + E(— 2) 
(2) = y 
aa, Eis) — EB(— 2) 
ac di 
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reelle Funktionen und es gilt 

(19) c— 2) = ca), (— 2) = — s(2) , 

(20) cz) +52) =1. 

Ferner erfüllen c(z) und s(x) die Gleichungen (2) und damit wegen (19) auch (1). 

Wir können also sagen: 

Zwei Funktionen c(x), s(x) bilden dann und nur dann eine nicht verschwindend 
Lösung von (1), wenn sie (2) erfüllen und c*(z) + s?(z) = 1 ist. Die nicht verschwindenden 
Lösungen von (1) haben die Gestalt (7’’), wo E(x) eine im, allgemeinen komplexe Lösung 
von (12), (14) ist. 

Nach I kann man die unstetigen und die verschwindende Lösung von (1) dadurch 
ausschließen, daß man c(z) > 0 in einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle O0 oder 


s(z) 


lim = als bestehend und + 0 voraussetzt oder daß man verlangt, c(x) + is(z) komme 
z>+0 


nicht. in jeder Strecke der x-Achse jedem Punkt des Einheitskreises beliebig nahe!"), 

Für spätere Verwendung stellen wir noch fest: 

Von jeder nicht verschwindenden Lösung c(x), s(z) von (1) ist s(z) durch c(x) bis 
auf einen von x unabhängigen Faktor + 4, c(x) durch s(x) überhaupt eindeutig gegeben. 
Ist nämlich c(z) gegeben und zunächst | c(z) | = 1 für alle x, dann ist wegen (20) s(z) = 
für alle x. Gibt es aber ein «, für das | c(&) | + 1 ist, dann ist s(&) bis auf das Vorzeichen 
cz — a) — c(&)c(z) 

s (&) 


und zunächst s(x) = 0 für alle x, dann ist wegen (20) und (1’) c(x) = c? () — 4. Ist 


25 
aber & ein Wert, für den s(a) #0 ist, dann sind wegen (1”’) c(a) B. und 


2s(«) 
Aa)s{z) — s(z — 6) 
s(&) 


bestimmt und wegen (1’) s(z) = . Ist andererseits s(xz) gegeben 





c(z) = eindeutig gegeben. 





II. 


Ähnlich behandeln wir die Gleichungspaare 
an [& ) Cl — 8) = Cl)ClE) — SCE)SE) 
(21”) S(z — $) = S(a)ClE) — Clz)S(E) 
und 
(22) (22°) Clz + 8) = Cla)ClE) + S(a)S(E) 
(22”) S(z +8) = S(a)ClE) + Clz)S() . 
Wir setzen 
(23) A(z) = C(z) + S(2), B(2) = C(2) — S(a). 
Man bestätigt unmittelbar: 
Die Funktionen C(x), S(x) genügen den Gleichungen (22) dann und nur dann, wenn 
A(z), B(x) die Gleichungen 
Alz +8) = A(a)Alt), B(x + &) = B(a)B(£) 
erfüllen. 
C(z) und $(z) genügen den Gleiehungen (21) dann und nur dann, wenn A(z), 
B(z) die Gleichungen 


») Damit ist ein Teil der eingangs erwähnten bekannten Ergebnisse erreicht. 
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(24) A(z —£) = A(z)B(£), B(x —£) = B(2)A(£) 
erfüllen. x = & = 0 liefert A(0) = B(0) = 0 oder A(0) = B(0) = 1. Jenes liefert die 
Nullösung A(x) = B(x) = 0. Es sei also 2 a B(0)=1. Mit E=x liefert (24) 
Bi) = mit <=0 daher A(—£) = = Ale- gilt Alx —E£) = Al) A(— E), 
d.h. A(z)B(z) = 1 ist gleichbedeutend mit 

(25) C“z) —S%Yx) =1. 

Wir können also sagen: 

Das Funktionenpaar C(x), $(x) ist dann und nur dann eine nicht verschwindende 
Lösung von (21), wenn es (22) und (25) erfüllt. Jede Lösung von (21) hat die Form 

C(2) = 3[Al(z) + Al— 2)], S(z) = 3 [Ala) — A— 2], 


wo A(x) eine reelle Lösung von (3) ist. 


IV. 


Wir wollen jetzt die d’Alembert-Poissonsche Gleichung 
= cz +& + C(x — 8) = 2C(z)Cl£) 
lösen. 

Außer der Nullösung, die wir ausscheiden, sind zunächst cos »x und Ch wx Lösungen. 
o = 0 gibt die „ausgeartete Lösung‘ C(z) = 1. 

x =&€£=0 gibt C(0) = 0 oder C(0) = 1. Im ersten Fall gibt (4) mit £ = 0, daß 
C(x) = 0 für alle x ist. 

Es sei also 

(26) co) =1. 
Dann ergibt (4) mit x = 0 

(27) C(— x) = C(2) 
und mit 2 =£ 

(28) C(2x) = 2C%z) —1. 

Wir behaupten nun: 

Eine Funktion C(x) ist dann und nur dann Lösung von (4), wenn es eine Funktion 
$(x) gibt, mit der C(x) die Gleichungen (1) oder die Gleichungen (21) erfüllt. 

Die erste Häfte dieser Behauptung bestätigt man unmittelbar aus (1) und (21). 

Nun sei C(x) Lösung von (4). Die Nullösung und die ausgeartete Lösung scheiden 
wir aus, weil für sie nichts bewiesen zu werden braucht. Es gebe also rine Stelle x, wo 
C(a) =a #4 ist. Wir unterscheiden die Fälle a), b): 

a) Es sei |a| <1. 
Dann erklären wir 

(29) S(#) = Vi — a®. 
Das Vorzeichen ist gleichgültig, soll aber fest gewählt sein. Dann erklären wir 


C Cs — 
(30) S(z ee (2 — a) 


Damit ist S(&) auf zwei Arten erklärt. Sie stimmen wegen (28), (29) überein. Wegen (4) 
und (30) gilt ferner 


C(z +) = C(x2)C(a) — S(z)S(c) 
Clz — 0) = C(z)C(a) + S(z)5(6), 


mithin , 
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Clz)EE) + SDIS(E) = CAd)CE) + zu, [Ele — a) — Clz +a)][ClE — a) — CE + 0)] : 


En 
[2 +8 — 23) + Ca 9) —Clz+9) 


— 12 —8— 20) - Cl +9) —Clr—E+%) 
+2 +8+2)+C2— 9] 


[C(z +8) — Clz — E][C(2&) — 1] 


= Cla)ClE) + u ss, 


= C(2)CE) + aux 


=(Cı—!2). 
Ähnlich zeigt man, daß auch (1”) gilt. 
Nach der am Ende von II gemachten Feststellung ist S(z) durch C(x) bis auf 
- das Vorzeichen eindeutig bestimmt, d. h. die rechte Seite von (30) hängt von & nicht ab, 
b) Es sei |a| > 1. Wir erklären 
(29) S(a) = Var —1 
mit einem bestimmt gewählten Vorzeichen. Dann sei 


C — (Ci — 
(30°) Stz) = In u 


Ähnlich wie bei a) zeigt man hier, daß C(z) und $(z) den Gleichungen (21) genügen 
und daß $(z) durch C(z) bis auf das Vorzeichen bestimmt ist, d. h. daß die rechte Seite 
von (30°) von & nicht abhängt. 

In a) und b) ist $S(z) mit C(x) reell. Da mit (1) immer C*%z) + S*(z) = 1, mit 
(21) immer C*(z) — S%z) = 1 gilt, ist im 'Fall a) |C(z) | s 1, im Fall b) |C(z) | 21. 
Es gibt also keine Lösung von (4), für die C(x) — 1 das Vorzeichen wechselt. 


V. 


1 
45°(0) 





Auf (4) führen wir die Gleichung 

(5) [S(z) + SIEIS(z) — S(E)] = S(z + &)S(z — €) 
zurück. Unter anderen sind a sin dx und aSh bz Lösungen. Die Nullösung scheiden wir aus, 

Zunächst sei C(z) eine nicht ausgeartete OR von (4) und $(z) durch (29), 
(30) oder (29'), (30°) erklärt. Dann gilt 

(31) Se +8) = S(a)ClE) + Ca)S(E) , Sie —) = S(2)ClE) — Cla)S(E) . 
Daher ist | 

S(z + H)Stz — E) = S“4a)[l + SAH] —[i + SHE)IS4H = Sr) — SAL). 

Nun sei umgekehrt S(x) Lösung von (5) mit einer Stelle «, für die S(&) + 0 ist. 
Wir erklären 


(32) C(2) = 
Dann gilt 
2C(2)ClE) = 


S(z +5) — S(xz — a) 
25(&) 





50 [Ste +0) — S(z —a)][S(E +) — SIE — %)] 
+8 1 —£ s/c + Yu —E 
za Se Js 2 As 2 =) 

1/7 — ı/c + s/c — 
ur) 
< [Se +E+0)+Se—E+0)— Ste +8 —a) —S(e—E—o)] 
= (+9) +Cl.—2). 
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Nach der Feststellung am Ende von II ist C(z) durch S(z) im Fall der Glei- 
“chungen (1) und ebenso im Fall der Gleichungen (21) eindeutig bestimmt. 

Durch (32) kann sich auch C(z) = 1 für alle x ergeben. Dann folgt aus (31), daß 
Se +&) = S(z) + S(£) gilt. Tatsächlich sind alle Lösungen von (16) auch Lösungen 
von (5). Wir können also sagen: 

Eine nicht für alle x verschwindende Funktion S(x) genügt der Gleichung (5) dann 
und nur dann, wenn die mit ihr duxch die Gleichungen (29), (30) bzw. (29'), (30') und 
deren Umkehrung (32) verbundene Funktion C(x) der Gleichung (4) genügt und C(x) nicht 
für alle x den Wert 1 hat. Diese Zuordnung ist abgesehen vom Vorzeichen in (29) bzw. (2') 
eineindeutig. Der ausgearteten Lösung C(xz) =1 entsprechen als S(x) alle Lösungen der 
Gleichung f(x + &) = Mz) + ME). 


VI. 


Mit Hilfe von (4) können wir auch die Ergebnisse von Gerretsen?) und van der 
Corput‘) auf Grund ihrer im wesentlichen von Gerretsen stammenden einleitenden 
Überlegungen sehr rasch ableiten. 

.C(z), $(z) seien also zwei für jedes reelle x erklärte der Gleichung (1’) genügande 
reelle Funktionen. C(z) sei nicht konstant. Weil die rechte Seite von (1’) sich bei Ver- 
tauschung von x mit. £ nicht ändert, gilt C(— x) = C(z) für alle x. Wäre auch $(z) 
eine gerade Funktion, dann gäbe (1’), mit — £ statt £, die Beziehung 

Cz—2)=Cle+2), 
womit C(x) entgegen der Annahme konstant wäre. Also ist S(z) nicht gerade, mithin 
auch nicht konstant. Ersetzt man in (1’) x durch — x und £ durch —£, dann erhält 
man | 
« (33) S(— 2)S(— $) = S(2)S(E), 

insbesondere SY— x) = S%(z), also S(— x) = + S(z). Weil S(z) nicht konstant ist, 
gibt es ein & so, daß S(a) + 0 ist. Wäre S(— x) = S(a), dann ergäbe sich S(z) aus (33) 
entgegen dem Bewiesenen als gerade. Also ist S(— a) = — S(&) und zufolge (33) S(z) 
ungerade. Insbesondere ist’ S(0) = 0. Für £ = 0 liefert (1’) also C(z) = C(z)C(0), mit- 
hin, weil C(z) nicht immer 0 ist, C(0) = 1. (1’) mit £ = z gibt nun C*(z) + SYz) = 1. 

Soweit Gerretsen und van der Corput. Weil S(z) ungerade ist, gewinnen wir 80- 
fort die d’Alembert-Poissonsche Gleichung (4). Es gibt also nach IV eine Funktion 
$*%z), die zusammen mit C(z) die Gleichungen (1) erfüllt. Nach II ist $(z) durch (1’) 
bis auf das Vorzeichen eindeutig gegeben, wenn C(z) gegeben ist. Also ist S(z) = +S*(z). 
Damit ist gezeigt: 

Die Lösungen von (1’) sind entweder Konstante C(x) = a, S(z) =b mit 1=a*+b® 
oder sie genügen beiden Gleichungen (1). 


Vo. 


Ist nun (1”) ähnlich stark wie (1’)? Es seien also C(z), S(z) zwei reelle für jedes 
reelle x erklärte Funktionen, welche der Gleichung (1’) genügen. Wenn S(z) = 0 für 
alle x ist, ist C(x) beliebig. Wir nehmen -also an, es gebe ein «, für das S(a) +0 ist. 
(1”) liefert sofort S(— x) = — S(z) und S(0) = 0. Daher gilt 

S(& — 0) = S(a)C(0), 
d.h. C(0) = 1. (4”) liefert ferner 
S(— z — a) = —S(z)C(a) — C(— z)S(e), 
S(z + 6) = S(z)C(— &) + C(a)S(a), 


Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. 
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also 
C(z) —C(—2) Cla) —C(— oa) 
34 en = 
cs S(2) S(e) . 
für alle x, für die S(z) #0 ist. 
Andererseits genügen mit C(z), S(z) auch die Funktionen 
C*z) = C(z) + pS(z), S*(z) = g5(x) 
der Gleichung (1’’). Aus (1’’) folgt also nicht, daß ‘C(x) gerade ist. Wegen (34) kann 
man aber p so wählen, daß C*(x) gerade ist; es wird nämlich 
C(— 2) + pS(— x) = C(x) + pS(z), wenn 2pS(z) = C(— x) — C(x) 
wird, wozu man wegen (34) nur p = a zu nehmen braucht. g bleibt immer 
& 
noch willkürlich. 
Nun sei C(x) gerade. (1’’) ergibt 
C(&)S(z) — S(xz — a) 
S(&) u 








(35) C(2) = 
mithin 
ClaJ[S(zIEIE) + CADISLE)] — Stz — a)ClE) — Elz — I 
S$(&) 
Aa) SEI!) — ADS] — Stz — a)ClE) + Clz — I 
$(&) 





Cl: +9= 





Cı—H)= 





Cz+8+C2—H = 2C(2)Clö). 

Wir behaupten nun: 

Wenn C(z) #0 und #1 eine Ve von (4) ist, dann sind je zwei Funktionen 
S,(x), S(z), deren jede zusammen mit C(z) Gleichung (1’’) erfüllt, voneinander linear 
abhängig. 

Da C(z) #0 und +1 ist, ist C(z) nach (4) auch nicht konstant. Es gibt als 
eine reelle Zahl r, so daß C(z) nicht die Periode 2r hat, d.h. daß C(x —2r) +C(a) 
-für gewisse x ist. Wir wählen a, b so, daß aS,(r) + bS,r) =( ist und a oder 5 nicht 
verschwindet. Die Funktion S(z) = aS,(z) + 5S,(z) erfüllt zusammen mit C(z) 
die Gleichung (1’’). Angenommen, es gäbe ein & so, daß S(&) +0 ist. Dann wäre 

.$(& — r) = S(a)C(r) und $S(a) = S(x —r +r) = S(a — r)C(r), 
also C(r) = +1 und S(x —r) = + $(z), mithin $S(x —?2r) = $(x) für alle x. Wegen 
(35) ist dann auch C(x —2r) = C(z) für alle x entgegen der Annahme über r. Also ist 
S$(z) =0 für alle x, w. z. b. w. 

Ist C(z) = 1 für alle x, dann bedeutet (1”) für S(z) sov viel wie (16). 

Zusammenfassend können wir sagen: 

Die Lösungen .der Gleichung 

(1”) S(z — £&) = S(z)ClE) — C(z)S(E) 
sind die Funktionenpaare C(zx), S(x), für die entweder S(z) = 0 für alle x gilt und C(z) 
willkürlich ist oder für die C(x) =1 für alle x gilt und S(x) der Funktionalgleichung 
S(z + £) = S(z) + S(E) genügt, ferner die Paare C(x) = C,(x) + pSı(z), S(z) = SH) 
wo Ca(z), Sy(z) eine Lösung der Gleichungen 

f Clz — &) = Cla)C(E) + eS(a)S(E) 

Ken Wa 1S(e —&) = S(JCLE) — CLa)SKE) 

fürre=+iodere= —1 ist. 
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Wie schon eingangs erwähnt, ist (1’’) das Haupthilfsmittel, mit dem Ptolemäus 
seine Sehnentafel berechnet. Natürlich verwendet er auch den pythagoreischen Lehr- 


satz. 

Wir fragen also: 

Welche Lösungen von (4’’) genügen auch der Gleichung 

(20) C“z) + SYz) =1? 
Ist S(z) = 0 für alle x, dann ist C(x) vom absoluten Betrag 1, aber sonst beliebig. Ist 
C(z) = 1 für alle x, dann ist S(x) = 0 für alle x. Nun setzen wir die Paare 


S(2) = Cala) + PS), S(z) = 482) 


in (20) ein, wobei 

(36) [Cd2 — 8 = CAz)CdE) + SAD, 

1Sclz —E) = SLEICHE) + Cz)5dE), 

(37) Cäa) + &8%2) =1 
gilt und e= +1 von x nicht abhängt. Wir erhalten 

(38) Sclz)[2pClz) +pP® + —e])=0. 
(37) und (38) werden, wenn nicht beide Koeffizienten in (38) verschwinden, nur durch 
zwei oder vier Wertepaare C, 5 befriedigt. Da die unstetigen Lösungen von (36) unend- 
lich viele verschiedene :Wertepaare haben, sind dann C,(z), S,(z) stetig, mithin kon- 
stant, (36), (37) geben dann sofort C(x) = 1, S(x) = 0. Nun seien beide Koeffizienten 
von (38) Null, d.h.p=0,9?=e=1. Das gibt C(z) = C,(z), S(z) = S,(z), wo C,(x), 
$,(z) Lösung von (1) ist. Wir können also sagen: 

Die Lösungen des Gleichungspaares 

(1”) S(z — 8) = S(a)C(E) — Clz)S(E) 

(20) C*z) +5%2) =1 
sind die Funktionenpaare C(x), S(x), für die entweder S(x) = 0 und C(z) vom absoluten 
Betrag 1, aber sonst willkürlich ist oder für die die Gleichungen (1) gelten. Die stetigen unter 
diesen Lösungen sind auch die stetigen Lösungen von (1). 


VII. 


Wir wollen jetzt alle Lösungen C(z), S(xz) der Gleichung 

(2’) cz +8 = Cla)ClE) — S(z)S(E) 
suchen. Ist S(z) = 0 für alle x, dann ist C(z), $(x) eine Lösung von (2’) dann und nur 
dann, wenn C(x) eine Lösung von (3) ist. Darunter sind die Lösungen C(z) = $(z) > 0 
und C(z) =1, S(z) = 0. Ist C(0) = 0, dann ist S(z) = 0 = C(z). Diese Lösung liegt 
auch vor, wenn es eine Stelle gibt, an der C(z) und S(z) verschwinden. 

Wir setzen also voraus, daß C(0) + 0 ist. Dann hat C(x) mit S(x) keine Nullstelle 
' gemein. Nach (2’) ist für jedes z, y 
’ (39) S(yS(z) = Cly)Cla) — Clz + Yı 

so | 
SHAy)Clz +8) = SYy)ClzJClE) — [Ey — Clz + YIICWEN — CE + WI. 
Hier setzen wir = £= 0. Wir erhalten 
[S4Y)CLO) + EX — COLA — C0)] = 0 

Zunächst sei C(0) #4. Dann ist 


(40) Sy) = 
für jedes y, also 


c(0) —A 


c0) C“y) 
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(41) S(y) = nay)Ciy), 
wo q> O0 ist und w(y) nur Werte + i annimmt. S(z) und C(z) haben daher, weil sie 
keine gemeinsame’ Nullstelle haben, überhaupt keine Nullstelle. £ = 0 in (2’) gibt also 
c(0) —1 
S(0) 


$(z) = 


Damit nimmt (2’) die Gestalt 
Cz +8 = (1 — gY)Clz)CkE) 
an, wo 1 — g*® > 0 ist. C(z) genügt dieser Funktionalgleichung dann und nur dann, wenn 
A(z) 
1—gq° 
ist, wo A(z) eine Lösung von (3) bedeutet. Setzen wir S(z) = gC(z) oder S(z) = — gC(a), 
‘so erhalten wir Lösungen von (2’) 
Nun sei-C(0) = 1. Dann gibt (2') sofort S(0) = 0. (2’) und (39) geben 
SYLSLDICAE — Clz)SKE)] = Cla)ClE + y) — Clz + Y)ClE) = 
= (le) CE +Y)—Cz+i+y) +++ — Cd: +y)= 
(42) = S(z)S(E + y) — S(S(z + Y)- : 
Setzen wir hier y—= — z, dann erhalten wir wegen S(0) = 0 
(43) S(— [STICK — Ca) = SIa)HE — a), 
ebenso ; 
(43’) S(— HILFE) — CHSz)] = SHSIz — SE). 
Mit E=x+o gibt (43) 
(44) S(— z)[S(z)C(z +) — C(z)S(z + o)] = S(&)S(z). 
$(z) und S(— x) haben also dieselben Nullstellen. 
Wir erklären jetzt die Funktion 
(45) ERTE C(z)S(z + ei + *) 
Wegen (44) ist r(2xz) + 0 für alle x, für die S(z) + 0 ist. 
Wegen C(0) = 1 und $(0) = 0 ist r(0) = 1. r(2z) hängt von «& nicht ab. Ist näm- 
lich $S(z) #0, dann liefert (44) 


C(z) = gC(2). 


C(z2) = 





S(z) 
Ss(—x)' 
‚Ist aber $S(z) = 0, dann setzen wir in (43) &= — x und erhalten 
(46) S(z +0) = C(z)$(e). 
Damit wird r(22) = C“zx) +0. Wir haben also 
‚ S(2) 
(47) rtas} (3 2) für $S(z) +0 
(47°) C“z) für S(z) = 0. 
(48) r(2z) +0 für alle z. 
Sind $(z), S(£) und S(x — £) von Null verschieden, dann gibt Division von (43) 
durch (43) 
(49) r(22 — 25) = r(22)r(— 28). 
Ist S(z) = S(f) = S(z +2) =, dann ist, 
r(22) = C*“z), r{2£) = CE), 


Ä az +22) =CHz +2), Ce +) = Cla)Cle), 
also (49) wieder erfüllt. 


r(22) = — 
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Ist S(z) = 0, S(£) #0, dann können wir £ als unser & ansehen. Dann lehrt (46), 
daß S(z +.) #0 ist. Nach (45) ist 
r(2z) = C(z)S(z + «) — C(z)S(z + a) 


5(e) ‚ mithin r(2z)r(2«) = Se) D 








und das ist, weil man in (45) & durch — «a ersetzen darf, r(2z + 2&). Auch hier gilt 
also (49). 

Weil S(z) dieselben Nullstellen hat wie S(— x), sind damit alle Fälle erfaßt; d.h. 
(49) gilt für beliebiges z, £. 

Jetzt erklären wir die Funktionen 


C(z) (2) 

(50) Az) = 2) und s(z) = Aa) 
Dann ist wegen (47’), 49) 

(51) s(— 2) = —s(a), 

(52) Az +2) = dad — s(D)skE). 
(45) liefert 

s— [DA — dz)s(d)] = )slt — 2); 

für s(x) #0 gilt also | 

(53) s(z — £) = s(a)dd) — Aa)s(E). 
Für s(z) = 0 ist $(z) = 0 und für s(£) #0, wegen (46), $(x —£) = C(z)$S (— £), somit 
(53) ebenfalls gültig. Ist s(z) = s(£) = 0, dann ist S(z) = S(£) = 0, und, wie schon 
festgestellt, auch S(z — £) = 0, also s(x — £) = 0 und (53) wieder erfüllt. c(z), s(z) ist 
also eine Lösung von (52), (53), d.h. des Gleichungspaares (2’), (1”). Umgekehrt lösen 
die Funktionen 

C(z) = r(a)d(2), S(z) = r(a)s(z) 

die Gleichung (2’), wenn r(x) Lösung von (3) ist und c(z), s(z) eine Lösung von (2’), 
(1”) bilden. 

Von den Lösungen der Gleichung (1”) kommen, weil C(0) = 1, aber C(z) nicht 
identisch 1, $S(z) nicht identisch O0 ist, nur die Funktionenpaare 

cz) = Cı(z) + pSclz), (2) = Sl), 

wo C,(z), S,(z) eine Lösung von (1) oder (21) ist, in Frage. 

Wir setzen sie in (52) ein und erhalten 

p®—gq* = —1, wenn C/z), S,(z) Lösung von (1) ist, 
p*—gq* =1, wenn C,(z), Sf(z) Lösung von (21) ist. 

Das ist notwendig und hinreichend. Wir haben also: 

Die Lösungen von 

(2’) Clz +8) = Cla)ClE) — S(z)S(E) 
sind die folgenden: 
A(z) 
1) Aa=ia 
"0 Sg <i ist und A(z) der Gleichung A(z + &} = A(z)A(E) genügt, 

2) ‚Clz) = Alz)[Cdz) + pSda)), Sta) = Alz)gSdz) 
mit derselben Bedeutunf von A, wo entweder C(x), S(x) Lösung von (1)undp! — = —1 
ist oder G (x), S4xz) Lösung von (21) und p — g’ = 1 ist. 

Welche von diesen Lösungen erfüllen auch die Gleichung 

(54) C4z) + SY4z) = 1? 
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Setzen wir zunächst die Lösungen 1) in (54) ein, dann erhalten wir die Gleichung. 


(55) Cie) = —. 


Setzen wir jetzt die Lösungen 2) in (54) ein! C,(z) und $,(z) genügen also den 
Gleichungen 


(56) 


wo e= +1 ist und 
(57) CHlz) + Site) = 1 
gilt. Die Lösungen 2) lauten daun 
(58) C(z) = Ala)[Cu(z) + PSc2)]), Sz) = gAlz)Sz). 
wo g? = p® + e ist. Setzen wir sie in (54) ein, so erhalten wir 
1 +2pC,(2)S,(z) + 2p*Sö(z) = Al— 2x) 
41 — 2pC,(z)Solz) + 2p?Sölz) = Al2z), 
[1 + 2p’Sc(2)]? — AptCila)Site) =1, 
d.h. wegen (57) und (58) 


(Cz —&) = CC HE) + eSLa)SLe). 
1Stz —&) = Sd)CdE) + CA2)Scld), 


also 


p’g9?Sc(a) = 0. 
Es liegen also folgende Möglichkeiten vor: 
a)p=0, !=e=1, g= +1. (54) liefert A(x) =1. Das gibt die Lösungen 
.C(2) = Cuz), S(z) = Syz) von (1). 

b) g=9, $(z) =0. Also genügt C(z) der Gleicnung C(xz + !) = C(z)C!}\. Das 
gibt zusammen mit (54) C(z) = 1. Wir können also sagen: 

Die Lösungen des Gleichungspaares 

(2’) C(z +8) = C(z)C(E) — S(z)S(E), 

(20) CXz) + 84a) =1 
sind die Lösungen von (1). 


IX. 


Wir suchen jetzt die Lösungen der Gleichung 

(2) S(z +8) = S(a)ClE) + Cla)SkE). \ 

Wenn S(z) = 0 für alle x gilt, ist C(z) beliebig. Eine. solehe Lösung liegt insbe 
sondere vor, wenn C(z) und $(z) eine gemeinsame Nullstelle haben. Ist C(z) =1 für 
alle x, dann bedeutet (2’) soviel wie S(z + £) = S(z) + S(£). 

Wir setzen also voraus, es gebe ein «, für das S(&) + 0 ist, und daß C(x) nicht 
überall 1 ist. 

Zunächst sei S(0)) =5 +0. Dann ist C(0)=a +1. Denn aus C(0) =1 folgt 
S(0 + 0) = 2$(0), also S(0) = 0 entgegen der Annahme. Setzen wir in (2”) £ = 0, # 
erhalten wir 


d.h. \ 
(59) ca) =! —* $(2) = kS(e), wo k +0 ist. 


Also gibt (2”) die Funktionalgleichung 
S(z +8) = 2kS(a)S(E). 


S(z2) = aS(2) + b6(a), 


/ 
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Ihre Lösungen sind die Funktionen 


wo A(z) der Gleichung A(z + &) = A(z)A(&) genügt. (59) ergibt dazu C(a) = Be 

Nun sei S(0) = 0. Dann gibt (2) S(« + 0) = S(a)C(0), d.h. C(0) =1. (2”) En 
geschrieben lautet 
S(y)C(z) = S(z + y) — C(y)S(e). 
Damit bekommen wir die schon verwendete Gleichung 

(42) S(YLSLTIEHE) — Clz)S(E)] = Stz) SIE + Y) — Stz + Y)S(E) . 
Von ihr aus schließen wir wie in VIII wörtlich weiter bis einschließlich (53). Nur anstatt 
(52) ergibt sich die Gleichung 

(52*) s(z +) = s(a)e(d) + lz)s(E). 
Die genau wie in VIII eingeführten Funktionen c(z), s(z) genügen also dem Gleichungspaar 

(2) s(z +8) = s(z)e(£) + clz)s(E), 

(1”) s(z — £) = s(2)e(d) — elz)glE). 
Umgekehrt lösen die Funktionen 

C(z) = Alz)d(z), S(z) = Alz)s(x) 

die Gleichung (2’’), wenn A(z) Lösung von (3) ist und c(z), s(x) den Gleichungen (2’), 
(1”) genügen. 

Setzt man die in VII gefundenen Lösungen von (1’') in (2’) ein, so ergibt sich 
nur die Bedingung p = 0. 

Wir können also sagen: 

Die Lösungen der Gleichung 

(2”) Sz +8) = S(z)ClE) + Clz)S(& 
sind die Funktionenpaare 

a =, =, 

wo A(x) der Gleichung A(z +) = a genügt und k eine Konstante + Ü ist, ferner 
die Lösungen von (1’'), bei denen in VII nicht ein p #0 genannt ist. 


X. 

Genau wie in Vl die Losungen von (1’) und in VIII die Lösungen von (2’) ge- 
winnt man die folgenden Sätze: 

Die Lösungen der Gleichung 

(21’) Clz — £) = C(a)ClE) — S(z)S(E) 
sind entweder konstant C(x) = a, S(z) =b mit a =.a?—b* oder sie genügen beiden 
Gleichungen (21). 

Die Lösungen der Gleichung 

(22°) C(z +8) = C(z)ClE) + S(z)S(E) 
sind folgende: 


1) Ci) = „A 


i+g' $(z) = in , für beliebiges q, wo A(x) der Gleichung 
gmigı “> + &) = Alz)A(d) 


2) C(z) = Alz)[Cılz) + pSclz)], S(z) = gAz)S(z) mit derselben Bedeutung von 
A, wo C,(x), S,(z) Lösung der Gleichungen (21) und p? + g? = 1 ist. 





Eingegangen 20. April 1942. 





Über Integralgleichungen erster Art mit 
beschränkter Kernmatrix*). 


Von Werner Schmeidler in Berlin. 





Einleitung. 


Im folgenden sollen einige Bemerkungen über Integralgleichungen erster Art gegeben 
werden, die auf der Anwendung der Methode der unendlich vielen Variablen beruhen 
Mit Hilfe zweier vollständiger Orthogonalsysteme wird die Integralgleichung auf ein 
Gleichungssystem von unendlich vielen Unbekannten zurückgeführt, dessen Matrir 
— Kernmatrix genannt — der Beschränktheitsbedingung unterworfen wird. Da die 
Wahl der beiden Orthogonalsysteme willkürlich ist, führt die vordere und hintere Multi- 
plikation der Kernmatrix mit beliebigen orthogonalen Matrizen wiederum zu einer 
Kernmatrix der Integralgleichung, so daß es sich in Wirklichkeit um die Invarianten- 
theorie einer beschränkten Matrix gegenüber den genannten Transformationen handelt. 
Hierzu habe ich bereits vor längerer Zeit einen Beitrag in Gestalt einer Normalform 
angegeben !), die auf das vorliegende Problem unmittelbar angewandt werden kann. 
Dies liefert.nicht nur notwendige und hinreichende Bedingungen für die Lösbarkeit der 
Integralgleichung (solche lassen sich natürlich auch bereits mit Hilfe der bekannten 
Untersuchungen von E. Schmidt über unendliche Gleichungssysteme entnehmen), son- 
dern auch eine, wie mir scheint, sinngemäße Erweiterung des Begriffes der Eigenfunk- 
tionen, die im Falle eines quadratisch integrablen Kernes in jene Eigenfunktionen über- 
gehen, die von E. Schmidt?) für unsymmetrische Kerne eingeführt worden sind. Für 
diese Eigenfunktionen gilt ein Entwicklungssatz, dessen Aussage unter den vorliegenden 
allgemeineren Bedingungen naturgemäß weniger prägnant ist als im Falle eines qua- 
dratisch integrablen Kernes. Im letzten Paragraphen wird ein Äquivalenzbegriff für 
Integralgleichungen erster Art eingeführt, der hier unmittelbar naheliegt und der das 
Problem im wesentlichen auf die Orthogonaläquivalenz zweier quadratischer Formen 
von unendlich vielen Variablen zurückführt. 


®) Die Arbeit wurde der Preußischen Akademie der Wissenschaften vorgelegt durch Herrn Hamel und 
zur Veröffentlichung angenommen in der Sitzung vom 27. 5. 1942. 

!) W. Schmeidier, Zum Äquivalensproblem beschränkter Bilinearformen, Journal für die reine und ange 
wandte Mathematik 168 (1980), 8. 135—140, bısond rs 8.140. — Die dort komplex gegebenen Aussagen lassen 
sich unmittelbar ins Reelle übertragen. 

®) E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. I. Mathematische Annalet 
@8 (1907), 8. 488-476. 
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Schmeidler, Integralgleichungen erster Art mit beschränkter Komneiia, 


$ 1. Integralgleiehung erster Art und Gleichungssystem. 
Normalform und Eigenfunktionen. 


Vorgelegt sei eine Integralgleichung erster Art der Form 
b 
(1) S Kis, dglı)dt = fs), asssbastsob. 


Wir verstehen alle vorkommenden Integrationen im Lebesgueschen Sinne, falls erforder- 
lich im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes. Unsere Voraussetzungen sind: 


1) /(s) sei quadratisch integrabel. 

2) Für jedes quadratisch integrable g(t) sei f K(s, t)g(t)dt vorhanden und quadra- 
tisch integrabel. z 

3) Für jedes quadratisch integrable Ah(s) sei f K(s, t)h(s)ds vorhanden und quadra- 


tisch integrabel. 
4) Für jedes Paar quadratisch integrabler Funktionen A(s) und g(t) sei 


b b b 
[hts) ( [ Kis, sta) ds = [ sit) | f K(s, Oma) dt 
bb 


=/[ S K(s, t)h(s)g(!)dsdt, 


und dies Doppelintegral sei absolut genommen unterhalb einer festen Schranke M gelegen, 
falls nur 


rAs)ds si, Sgraaı si 


ist. 

Die Grenzen a und b können auch + oo sein. Wir beschränken uns der Einfachheit 
wegen stets auf reelle Funktionen. Die sinngemäße Ausdehnung ins Komplexe macht 
keinerlei Schwierigkeiten. Das gleiche gilt bezüglich der Ausdehnung der Theorie auf 
den Fall, wo die Variablen s und ti zwei verschiedene Intervalle oder, falls darunter 
Systeme von Variablen verstanden werden sollen, was ebenfalls ohne weiteres möglich 
ist, verschiedene Gebiete des betreffenden Raumes durchlaufen. Das grundsätzlich 
Wesentliche wird bereits an dem einfachsten hier geschilderten Fall deutlich. 

Es seien jetzt 

(2) > 9.8), --- (9) 

Yıld), Yald)ı --. (Y) 
zwei i. a. verschiedene vollständige Orthogonalsysteme für, das s- bzw. t-Intervall, deren 
Funktionen selbstverständlich quadratisch integrabel sind und den Bedingungen 


b b 
S Yals) pals)ds = Ösp, S valı) yalı)aı = Ösp („B=1,2,...), 
ES uls)guts)ds - fol) pAs)ds = Fuls)o(s)ds, 


am] 


Z fu yayde : [oe wdode— Futoue)de 


a1 


genügen. 
“Wir bilden nun die zum Kern K(s,t) und den beiden Orthogonalsystemen (2) 
gehörende Kernmatrix - 


uk) = (SIRL dpsle) weded) #12...) 


Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. 8 
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Wegen der Bedingung 4) ist die Bilinearform 
Ur, y)= F kur 


für jedes reelle Wertsystem der x und y, für die Z% und PR konvergiert, eine be- 
schränkte Bilinearform. ' 

Ist g(t) eine quadratisch integrable Lösung von (1) mit den Fourierkoeffizienten y, 
bezüglich des Systems (%y), und sind a, die Fourierkoeffizienten von f(s) bezüglich des 
Systems (9), so gilt nach der Vollständigkeitsrelation: 


Zum = [sto(f Kt, Qpunae)ar, 
also nach 4) 
Euren = [odor(FRts, netnaı) as = [oseriae = 0. 
Ist umgekehrt y, ein Lösungssystem der Gleichungen 
(8) £ kapyp = Qu 
mit konvergenter Quadratsumme, und ist g(f) die quadratisch integrable Funktion, die 


bezüglich des Systems (%) die Fourierkoeffizienten y, besitzt und nach dem Fischer- 
Rieszschen Satze existiert, so gilt ebenso 


b b b 
[oder (f Kis, nein) de = [pdoifeds, 
d.h. die beiden Funktionen 
f K(s, t)g(t)dt und f(s) 


haben dieselben Fourierkoeffizienten bezüglich des Orthogonalsystems (9). Wenn wir 
also übereinkommen, zwei Funktionen mit denselben Fourierkoeffizienten bezüglich eines 
vollständigen Orthogonalsystems als nicht wesentlich verschieden zu betrachten, was 
zulässig ist, da sie nur in einer Nullmenge verschieden sein können, so können wir aus- 
sagen, daß dann g(t) der Integralgleichung (1) genügt. 

Solange wir uns also auf quadratisch integrable Lösungen der Integralgleichung (1) 
beschränken, was im folgenden stets geschehen soll, können wir aussagen, daß die Inte- 
gralgleichung (1) und das Gleichungssystem (3) vollständig äquivalente Probleme dar- 
stellen. 

Als einfaches Beispiel sei die Integralgleichung 

1: sinsgl(i) 
ng cost ur 0) 
angegeben; die Funktionen (2) seien 


ode) = 2 inos 


wit) = oon(ß — 1% (a- R, sonst 4/2) (B=1,2,...) 


Es gilt dann, wie man leicht verifiziert, 
100... 


1) au =|oooc... 





Schmeidler, Integralgleichungen erster Art mit beschränkter Kernmalriz. 19 


Geht man nun, wenn (1) vorgegeben ist, von den beiden Systemen (2) zu zwei 
anderen vollständigen Orthogonalsystemen 
(9): ©uls), Das), . - - 
(NM: Yıld, Yald),..- 
über und bildet wieder die zugehörige Kernmatrix 


bb 
Blu) = | SS Ks, nd) Ylddedı), 


so erhält man zwischen X und ®, wie man auf Grund der Vollständigkeitsrelation sofort 
erkennt, die Beziehung . 

(4) UN’ = B, 
in der U und 8 orthogonale Matrizen bedeuten, die also den Bedingungen 

(5) w=-wu=- 83V’ =- VB = € 
genügen; und umgekehrt stellt jede zu X vermöge einer solchen Beziehung äquivalente 
Matrix ® wiederum eine Kernmatrix von (1) dar, die-zu K(s,t) und zwei geeignet zu 
wählenden vollständigen Orthogonalsystemen gehört. 

Um nun die Aufgabe möglichst zu vereinfachen, wird man danach trachten, mittels 
der genannten Transformation eine möglichst einfache Normalform für die Kernmatrix 
zu erreichen. Hierzu beziehen wir uns auf die in Anmerkung !) angegebene Arbeit, in 
der eine solche Normalform hergestellt ist. Wir können sie für den vorliegenden Fall 
reeller Transformationen wie folgt beschreiben: 

Sie enthält zunächst gewisse ganz aus Nullen bestehene Zeilen und Spalten, die 
ganz fehlen oder auch unabhängig voneinander in endlicher oder unendlicher Anzahl 
vorhanden sein können. Außerdem enthält die Normalform einen Bestandteil A, der 
von der Form 


8,00 
02,0 

(0) — ... 

a I 8, 


ist, wobei jedes & die Gestalt 


hat®). Im ganzen ist also die Normalform 


EN 
M -( 10) 


bei der, wie gesagt, die angedeuteten Nullzeilen und -Spalten cuch fehlen können. Was 
die Anzahl der Bestandteile & anbetrifft, so ist diese endlich oder unendlich, und. jedes 
einzelne & ist seinerseits aus endlich oder unendlich vielen Spalten und Zeilen zusammen- 
gesetzt. Da aber jede endliche Matrix & sich bekanatlich auf eine Diagonalform redu- 
zieren läßt, so genügt es, abgesehen von den unendlichen Matrizen & nur eingliedrige 
Bestandteile hinzuzunehmen, die demnach aus dem einzigen ersten Element bestehen. 
Wenn alle Bestandteile 8 eingliedrig sind, so entsteht eine Diagonalmatrix A; die 
Kernmatrix des oben angeführten Beispiels ist von dieser Form. Derselbe Fall tritt ein, 


3) Stast der unteren Schrägzeile kann man auch die obere bevorzugen. 
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wenn die Kernfunktion Ä(s, t) quadratisch integrabel ist, denn dann ist die Kernmatrix 
vollstetig und mit Hilfe geeigneter Orthogonalsysteme auf die Diagonalform trans-, 
formierbar, so daß also die Anzahl der Nullzeilen und -Spalten übereinstimmt, und jedes 
von Null verschiedene Elemgnt nur endlich oft auftritt. Diese bekannten Gesetzmäßjg. 
keiten haben, wie schon unser Beispiel zeigt, allgemein keine Gültigkeit mehr, wenn die 
Kernmatrix nur beschränkt ist. 

Ersetzen wir nun ® durch die Normalform A, so gilt also jetzt 

UA = AB oder AB’ = U’A; 

außerdem gilt (5). Die Elemente in den Bestandteilen 2 sind natürlich sämtlich reell, 

Gehen wir nun mittels der Vollständigkeitsrelation zur funktionalen Schreibweise 
über, so erkennen wir folgendes: | 

Den Zeilen von U und ® entsprechen nach dem Fischer-Rieszschen Satze gewisse 
Funktionen ®(s) und Y(t), die wiederum je ein vollständiges Orthogonalsystem bilden. 
‚Nimmt man in ihnen eine Aufteilung vor, die der Einteilung von A entspricht, so findet 
man zunächst eine erste Kategorie von Funktionen ®'/(s) aus (®) und Y£%Xt) aus (Y), die 
auch fehlen können, für welche die homogenen Integralgleichungen 


[K6, OU/(s)ds =(, 


f K(s, 1) Yy(ı)dt = 0 


erfüllt sind. Außerdem ergeben "ich jedem Bestandteil 2, entsprechend Funktionen 
Os) aus (©) - Yı) aus (W) so, daß*) 


f K(s, {OA s)ds = A Yolı) + „er, wo (e) (ie = 0) 


f K(s, 1) Yo(ı)dı = «OOXs) + „OO () («=1,2,...) (oder =1) 


gilt. Diese Funktionen, die also: je ein im allgemeinen nicht vollständiges Orthogonal- 
system bilden, liefern im Falle eines quadratisch integrablen Kernes die Eigenfunktionen 
des Kernes im Sinne der angeführten Arbeit von E. Schmidt. Wir wollen sie auch hier 
als Eigenfunktionen des Kernes K(s, t) bezeichnen, und zwar nennen wir ®)(s) ya vorderen, 
Y@eX(t) die hinteren Eigenfunktionen. 

Verwendet man die hiermit gegebenen Orthogonalfunktionen ®(s) und Y(t) zum 
Übergang von der Integralgleichung zum Gleichungssystem, so ergibt sich als Kern- 
matrix die Normalform A, also das Gleichungssystem 


(6) Elayı = @; N=a. 
Hiermit kann man nun aber die Lösbarkeit der Integralgleichung unmittelbar übersehen. 
Damit eine Lösung von (6) mit konvergenter Quadratsumme vorhanden sein kann, 


müssen zunächst die den Nullzeilen von A entsprechenden Elemente rechts verschwinden, 
d.h. es muß 


m [Heroes -0 


sein; Sind diese Bedingungen erfüllt, so .bleibt in (6) ein Gleichungssystem übrig, das 
unmittelbar rekursiv lösbar ist, da die Matrix A” eine formale Reziproke A besitzt. 
Dabei ist zu beachten, daß die den Nullspalten von A entsprechenden Elemente des 


*) Wenn man statt der unteren die obere Schrägzeile bevorzugt, sind die Gleichungen entsprechend u 
modifizieren. . 
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Vektors y in (6) überhaupt nicht auftreten, also ganz willkürlich (mit konvergenter 
Quadratsumme) gewählt werden können. Für den übrigbleibenden Vektor y” bzw. 
a” gilt dann 

(8) X = a0, 

‚also 
yo = NT 0, 
Dieser Vektor muß also konvergente Quadratsumme haben. 

Ist dies umgekehrt der Fall, und gilt auch (7), so besteht nicht nur (8), sondern 
auch (6) für einen Vektor y von konvergenter Quadratsumme, d. h. die Integralgleichung 
hat dann’eine quadratisch integrable Lösung. Die genannten Bedingungen sind also not- 
wendig und hinreichend. 

Im Falle eines quadratisch integrablen Kernes geht diese Aussage, wie man sieht, 
unmittelbar in den Picardschen Satz über ®). 

Da sich jede quadratisch integrable Funktion im Mittel beliebig genau durch die 
Funktionen des vollständigen Systems (®) darstellen läßt, und da ferner für eine durch 
den Kern in der Form (1) durch eine quadratisch integrable Funktion quellenmäßig 
darstellbare Funktion f{s) die Relationen (7) gelten, so gilt der 

Entwicklungssatz. Jede durch den Kern K(s,t) in der Form (1) durch eine qua- 
dratisch integrable Funktion quellenmäßig darstellbare Funktion f(s) läßt sich im Mittel 
beliebig genau durch die vorderen Eigenfunktionen darstellen. 


$ 2. Äquivalente Integralgleichungen erster Art. 

‚Zwei vorgelegte Integralgleichungen erster Art bieten in „algebraischer‘‘ Hinsicht 
äquivalente Probleme, wenn sie bei geeigneter Wahl der beiden Orthogonalsysteme (®) 
und (Y) auf dieselbe Normalmatrix A gebracht werden können. Dies bedeutet also, daß 
bei irgendeiner Wahl der beiderseitigen Orthogonalsysteme die zugehörigen Kern- 
matrizen X und ® in der Beziehung (4) zueinander stehen, wobei für die Übergangs- 
substitutionen die Relationen (5) gelten. Hieraus folgt aber offenbar 

uU =BP', 
d.h. die Normmatrizen A%’ und 8%’ sind orthogonaläquivalent, und das gleiche gilt 
bezüglich der Normmatrizen X’X und 8’®. Sind umgekehrt diese beiden Bedingungen 
erfüllt, so stimmen zunächst für X und ® die Anzahlen der Lösungen der vorderen und 
hinteren homogenen Gleichungen entsprechend überein, da man aus den Normal- 
formen erkennt, daß diese Anzahlen jeweils mit den entsprechenden Anzahlen für die 
Normmatrizen übereinstimmen. Wählt man ferner X = Aund B = A, selbst als Normal- 
formen, so folgt aus der Orthogonaläquivalenz von AN’ und A,A,; in leicht verständlicher 


Schreibweise 
u,u,\/0 0 _[090 u,u, 
u,u,/\o APA") \o ADAM U,U,)’ 


01,10Xe\ _/0 0 
(6 urmne) = (konn, AONOY ) 


WAONO = 0, 
mA, = 0. 


») E. Picard, Sur un thsoröme gensral relatif aux 6quations intögrales de premiöre espöce et sur quel- 
ques problömes de physique mathömatique, Rendiconti del circolo matematico di Palermo 29 (1910), 5. 79-97. 
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Hieraus folgt aber, wie man nach hinterer Multiplikation der ersten Gleichung mit U,, 
nach vorderer Multiplikation der zweiten Gleichung mit U, sofort erkennt, daß 


UND = 0, AD = 0 
wäre, und dies liefert U, = U, = 0. Dann ist also 


und es gilt 
(9) WAND, = AONO, 


_Bezeichnen wir die zeilenfinite formale Reziproke von A(” mit R,, so ergibt sich hieraus 
für 


(10) RUN=R, 
die Gleichung 


BB, = €; 
dies erkennt man, wenn man die Gleichung (9) vorn mit R,, hinten mit R; multipliziert 
und beachtet, daß die Anwendung des assoziativen Gesetzes bei diesen beiden Multi- 
plikationen gestattet ist. Wäre nun ®; nicht die einzige beschränkte hintere Reziproke 
von ®,, so gäbe es eine Lösung der Gleichung 
By=0 

mit konvergenter Quadratsumme; dann wäre für diese aber auch (wegen (10)) Ay = 0, 
was 4 = 0 zur Folge hätte. Also ist ®/ die einzige hintere Reziproke und somit auch 
notwendig 

BR, =€. 
Aus (10) folgt alsdann 

| WAR = MN), 

und dies besägt, da U, und 8, orthogonale Matrizen sind und, da ferner die Anzahlen 
der hinzuzufügenden Nullzeilen und -Spalten übereinstimmen, daß auch 


Gukl-bianlon) 


mit orthogonalen Matrizen U und ® gilt. Dann sind aber die beiden Integralgleichungen 
äquivalent. 

Hiermit ist gezeigt, daß für die Äquivalenz der beiden Integralgleichungen not- 
wendig und hinreichend ist, daß sowohl AX’ und 88’, als auch A’X und 8’8 orthogonal- 
äquivalent sind. Die Aussage läßt sich noch etwas schärfer formulieren, wenn wir be- 
achten, daß wir nur die Übereinstimmung der Anzahlen der homogenen Lösungen für 
Yr = 0 und By = 0 und die Orthogonaläquivalenz von WW’ und 88’ benutzt haben, 
um auf die Äquivalenz der beiden Integralgleichungen zu schließen. Die Äquivalenz von 
AA und 8'8 ist also dann eine Folge davon. 

Man sieht, daß es nun wesentlich auf das Spektrum von AU’ — ME an- 
kommt. Dies ist das Spektrum des ersten iterierten Kernes im gewöhnlichen 
Sinne, wenn ein solcher existiert und die betreffenden Integrationen vertauschbar 
sind; dies braucht aber nicht der Fall zu sein, wie schon das Beispiel auf $.18 zeigt. 
In jedem Falle ist es gegenüber orthogonalen Transformationen invariant, und 
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seine Aufspaltung im Sinne der Hellingerschen Theorie liefert dann das vollständige 
Invariantensystem. Aus der oben angeführten Normalform A kann man seinen Charakter 
insofern ablesen, als die einzelnen Bestandteile 88’, die Jacobische Matrizen werden, 
falls sie unendlich sind, auf das Vorhandensein eines Streckenspektrums schließen lassen, 
während, falls sie alle eingliedrig sind, nur ein Punktspektrum vorliegt. Dieser Fall liegt 
für quadratisch integrable Kerne vor; ein Beispiel eines Kernes mit reinem Strecken- 
spektrum liefert die Laplace-Transformation 


Saat = Ne). 
Hätte sie nämlich ein Punktspektrum, so gäbe es ein (notwendig positives) A, für das 
die Gleichungen 
(AU — IE)y = 0 
eine Lösung von konvergenter Quadratsumme besäßen, also die Integralgleichung 


fe" fe "glpdids = igle) 
v v 
durch eine quadratisch integrable Funktion lösbar wäre. Setzt man 
Jetta = Vale), 


so wäre demnach 
Se "nadı = Vito), 


und diese beiden Gleichungen wären durch quadratisch integrable Funktionen /(s) und 
g(s) lösbar. Hieraus folgt aber das Verschwinden von /(s) und g(s) bis auf eine Null- 
menge, wie ich einem freundlichen H inweise von Herrn G. Doetsch entnehme®), folgender- 
maßen: 

Wir wenden auf beide Gleichungen die R-Transformation?) an und erhalten für 
die transformierten Funktionen /*(y) und g*(y) die Gleichungen 


Fa + Ey) = VA); TA + II y) = VRR). 
Ersetzt man in der zweiten Gleichung y durch — y und multipliziert beide miteinander, 
so folgt 


[F@ + WIE — iy) — A] FW)g*— y) = 0 


oder 


a ) ker y) = 0. 


n 
cos niy 
Da aber un — A höchstens für zwei reelle Werte y verschwindet, so gilt bis auf 
höchsten zwei Werte y 


Wr). 
Und da wegen F(} + iy) + 0 nach der ersten Gleichung die Nullstellen von /*(y) und 
g*(— y) genau übereinstimmen, so ist bis auf eine Nullmenge stets 
I) = *y) = 0 
und damit ebenfalls bis auf eine Nullmenge 
Is) = gl) = 0. 


®) Vgl. G. Doetsch, Die Eigenwerte und Eigenfunktionen von Integraltransformationen, Mathematische 
Annalen 117 (1989), 8. 106128. 
?) Vgl.*), 8. 109-112. 
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Somit ist kein Punktspektrum vorhanden. Das Streckenspektrum von A4’ — AE, 
das hier natürlich mit dem des einfach iterierten Kernes Para übereinstimmt, liegt 
auf der Strecke von 0 bis x. 

Satz. Zwei Integralgleichungen 


b b 
S Kis, delt = fs), f Kıls, Ygıl)dt = Fıls) 


sind dann und nur dann äquivalent, d.h. lassen sich auf dasselbe Gleichungssystem (3) 
(wenn auch mit verschiedenen Orthogonalfunktionen) zurückführen, wenn für zwei zugehörige 
Kernmatrizen X und 4, 
4. die Anzahl der Lösungen der Gleichungen x = 0 und Y,r, = 0 übereinstimmen, 
2. die Normmatrizen WW’ und AU; orthogonaläquivalent sind. 





Eingegangen 8. Juni 1942, 





Folgerungen aus dem Vorkommen einer 
Gaußschen Primzahl in der Primfaktorenzerlegung 


einer ungeraden vollkommenen Zahl. 


Von Hans-Joachim Kanold in Augsburg. 


(1) Satz. Ist n= Pa g:...gPr eine ungerade vollkommene Zahl, ist ferner 
einer der Primteiler p,g1, - . - ,g, von der Gestalt 2° +1 und a die Anzahl der Primzahlen 
aus Gy» Qar + + +, 9,, die = 1(mod2” + 1) sind, so folgt 

l. fürrp=?2" +1: 


% <ala —ıi) Sr(r —1); 
II. für ,=2"+1(eist eine der Zahlen i,...,r): 
28, Sala —1) <(r —A)(r — 2), wenn p=+1 (mod 2* +1); 


2. Sar+ H a(r—-17+ >]. wenn p=+1 (mod 2° + 1); 


r— 


28, —&, Sala —1i)+ 13] s(r—A)(r—2)+ | 3 |. wenn p=—1 (mod 2” +1); 
hierbei ist &, bestimmt durch: 
1 1 
er. 


Beweis. Es sei g=2* +1 Primzahl und g|F,„(u);m> 2. Dann gilt entweder 
g=1 (mod m), d.h.m = 2%; £ Ss x, oder q | m. Im letzteren Falle besitzt m die Gestalt 
m=2P(E Sa), und es ist g?+F,„(u)!).. Aus wii (mod g) ergibt sich wegen 
u=w=u'=...= ur(mod 9) 

u = 1 (mod 9). 
Für u > 2 enthält F„(u) mindestens einen Primteiler, der = 1({mod m), also = A(mod I’) 
ist 2). | 
Ist nun |ji+u+u?+---+u%, so muß u=4(modg) und 
A+u+:.. Hu) +tw+:. Hold)... ++... 4 en) 
i+u+r:..+u% 
sein. Die erste Klammer enthält einen Primteiler = 1 (mod g), die zweite einen = 1(mod g?), 


die x-te einen =4 (mod 9). Alle diese Primteiler sind paarweise voneinander ver- 
schieden. 


ı) H. J. Kanold, Untersuchungen über ungerade vollkommene Zahlen, Journ. f. reine u. angew. Math. 
188 (1941), 98—109, insbesondere I (2). 
*) Vgl. Fußnote !), I (21). 
Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. 
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Ist im besonderen u = p?, so folgt p? = 1(mod g), p = + 1 (mod g); jede Klammer 
läßt sich dann in zwei Klammern zerlegen, z. B. 
1i+p®+p!+ + (Hp + pP! + + —p+P—. + pr) 
Da je zwei solcher Klammern teilerfremd zueinander sind, folgt aus 

ri rt Er 

daß 1 +p®+ ---+ p“ mindestens 2x verschiedene Primteiler = 1 (mod g) enthält. 

It p=2’+1, peli+g,+::+4% so muß g= 1 (modp). sein und 
1+9,+:' + gu? mindestens x, verschiedene Primteiler der Form = 1 (mod p) ent- 
halten. Daraus folgt 

„+isa ,Sa—i1;aSaa—1) <r(r —1). 
Weil & = 1 (mod 4) sein muß, gilt sogar 
“a <aa —ıi)srr —1). 
Es sei jetzt ,=2"+41,d.h.asr—1. Ausp= +1 (mod g,) folgt 


Hu +p+ +. 


Durch die gleichen Schlüsse wie oben ergibt sich 
2, sala —1)s(r—1)(r —2). 


Aus p= +1 (mod g,) und ge |1+p*+ :.-+ p*" folgt 


-fa r—1] 
2 <a] =) 


Ist p= + 1(mod g,), also rn so besagt Glii+g+ .c+ 5% (A ist eine 


der Zahlen 1,...,r), daß «x, Sa. Daraus erhält man 
r— | 


28, <a: + [5] Ss (r —1)?+ | 9 
Ist p = — 1 (mod g,), also 


4 
PT, 2> 0, 


so ergibt sich aus 1 +g,+::-+94%, daß x, +1<a ist, und damit folgt 
29. Saa—1+ [ser 2472]. 
(2) Folgerung aus (1). Im Falle a = 0 oder a=1 gilt 2, = &,, d.h. 
rat. 


Ist 3|n, so ist entweder p = 17,89, 497,...®) oder n enthält mindestens zwei 
‚Primteiler, die = 1 (mod 6) sind: 7, 13,19, .... 

Ist 5 |n, so ist entweder p = 149, 349, 449,... oder n enthält mindestens zwei 
Primteiler, die = 1 (mod 10) sind: 11, 31, 4, ... 

Ist 17 | n, so ist entweder p = 577,... oder n enthält mindestens zwei Primteiler, 
die = 1 (mod 34) sind: 103, 137, 239, .... 

(3) Hilfssatz. /st n eine ungerade Zahl und 3 -5° - 11 |n, so ist n nicht vollkommen. 

Beweis. Ist genau 41? |n, so folgt 1+11 +411?= 7.19 |n; 3-5-7|n ergibt 


a <.2. Wir können daher annehmen 11*|n. Ist genau 3? |n, so folgt 


») oletl., = 1 (mod 4) ergeben p = 17(mod 36). Und p = 88 liefert *+ alt 2 


3 2 
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. „an)_ 13 14 31 5.3221 
1+3+3 13|n; >33 1B5.0777 >2. 
Ist schließlich 3* - 5° - 11 | n, so folgt 
N 2 2 
= 11' 315 3221 _ 2, 
(4) Hılfssatz. Ist n ungerade und vollkommen, ferner 5 |n, so besitzt n mindestens 
einen Primteiler = 149. 
Beweis. Nach (2) brauchen wir den Beweis nur im Falle 5? + p + , zu führen. n be- 
sitzt dann mindestens zwei Primteiler, die = i(mod 10) sind: 
11, 31, 41, 61, 71, 104, 131, 151,... 
Dann liefert 1+9g+ + g*|n die Behauptung für g = 1(mod 10); qg s 131. Wäre 
die Behauptung falsch, so müßte für 5% |n, 5%+!1+n die Aussage 


tu rpr.. 4m 
gelten. 


52/4 +p®?-+---+ p* liefert‘) zwei Primteiler = 1 (mod 25), d.h. zwei Prim- 
teiler > 101, 151. Deshalb muß 2% = 2 sein und \ 
set, 5l1+p®+---+p*. 

Ist nun p = 1 (mod 4) und p = — 1 (mod 5), d.h. p = 9 (mod 20), so ergeben sich 
für p die Möglichkeiten p = 29, 89,109. Aus p=29 folgt 3?-5°?|n. Da wegen 
41]41+29°+---+ 29% auch 44 |n, führt dieser Fall nach (3) zum Widerspruch. 
p = 89 und p = 109 sind ebenfalls unmöglich, da 

1+892 + ---+898 und 1 + 109°? + - - - + 1098 
je mindestens einen Primteiler > 151 besitzen. 

(5) Hilfssatz. /st n ungerade und vollkommen, ferner 3 |n, so besitzt n mindestens 
einen Primteiler > 61. 

Beweis. Nach (2) können wir annehmen, daß n ET zwei Primteiler der 
Gestalt = 1(mod 6) enthält: 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61,... Dann liefert 1+g + q?|n die 


Behauptung für g =1 (mod 6), 13 <g S 43. Weil 1 * 73 + 7° = 3 .37 - 1063, so folgt 
aus der Annahme, die Behauptung sei falsch, daß für 3% |n,3%+!+n die Aussage 


PH a+p+ +47 +7 


gelten muß. 5 |n oder 17 | n liefert die Behauptung auf Grund von (4) bzw. (2). Für 
p = 13, 29, 37, 41,53 liefert 1 + p® + p* einen Primteiler > 61. Auf Grund von (2) 


1 
muß daher zu P#R, 31147472=3-191|n sein. 3? liefert p > 61. 


3% | 


Aus „et ergibt sich p =53,1+3+ -:+3*= 11?|n, also 


o{n)_ 41? 7.19 3.19 3.127 _127 
a ’7. mar urn 


>E 





Und 3)? +! 


kann nur noch p = 41 sein. Besitzt n mehr als die fünf schon bekannten Primteiler, 
so folgt wegen unserer Annahme, die Behauptung sei falsch 


führt zu 3°?-7-43-19|n. Weil p =-29 zu dem Widerspruch 5 | n führt, 


| 4) Vgl. Beweis von (1). 
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An) _ 13 3: :61 3.19 3.127 42 ER 
n 3? 13 7 19 41 59 
Daher muß n die folgende Gestalt besitzen: 
n = 44® .3% . 7% .13% . 19% mit 28, > 4; 29,4. 





Es müßte 7 - (1 +441°+41*) sein’); das liefert einen Widerspruch. 


(6) Satz. Jede ungerade vollkommene Zahl enthält mindestens einen Primteiler > 61. 
Beweis. Nach (2), (4) und (5) können wir voraussetzen, daß n weder durch 3, 
noch durch 5, noch durch 17 teilbar ist. Dann folgt der Beweis sofort durch die Ab- 
schätzung 
11319232931 37 4885359 _. 
(7) Batz. Ist n ungerade und vollkommen, 34n, so enthält n mindestens neun 
verschiedene Primteiler. 
Beweis. I. 17+n. Ist auch 5+n, so folgt die Behauptung aus 
74 13.198329 31 7, 
co RT 2 28 30 36 
Ist 5 |, so ergibt sich unter Berücksichtigung von (4) 
5 7 11 13 19 23 29 149 


END BR BR TB? 


II. 17 | n. ‚Wir benutzen (2) und unterscheiden zwei Fälle: 
(a) n enthält zwei Primteiler > 103, 137. 


(b) mm Pt, p2 517. 


Im Falle (a) liefert die Abschätzung 
5 7 11 43 17 19 403 439 2 
46 10 172 16 18 102 136 


sofort die Behauptung. Ist im Falle (b) 26, = 2, so ergibt sich 1 + 17 + 17? = 307 | n, 
1 
und damit ist (b) auf (a) zurückgeführt. Es muß daher 5 + 


Nehmen wir jetzt an, die Behauptung wäre falsch, so müßte wegen 
5 7 41 13 17 23 29 100001 
<2 
die Bedingung 5 -7 -11 -13-147 -19|n bestehen. Da auch 


5.7.11 18 12 49 40 100008 _ , 


; p> 10% sein. 


ergibt sich für n folgende Gestalt: 
n = p® 5%: . 7% „4129 . 13%: . 1789 . 198 . göpr; 1 S 37; d.h. = 23, 29, 31, 37. 


Aus 17m P FF jolgt p+ 1417 +... + 17m. Da 


17%+1 == 1 (mod m) für m = 5, 7, 11, 13, 23, 29, 31, 37, 
kann 1 +47 + --- + 17% nur durch 19 teilbar sein; es sei 1 +17 +: +17: = 19, 
Dafür muß aber 2%, + 1|18 sein®). Dann liefert 17° = 1 (mod 19), 17° & 1 (mod 19) 
einen Widerspruch. 
Wir können nun sehr einfach zeigen: 


") Vgl. Fußnote 1); 7 Pu(2) zicht m |6 nach sich, weil n keinen Primteiler = 1(mod 7) enthält. 
*) Vgl. Fußnote). 
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(8) Satz. Eine ungerade vollkommene Zahl n besüzt mindestens fünf verschie- 
dene Primteiler. 
Beweis. Daß n mindestens vier verschiedene Primteiler besitzt, ergibt sich aus (6) 


35 61 
und > 710° 2. Nach (7) können wir 3 |n voraussetzen und brauchen nur die Un- 


möglichkeit von n = pP . 329 „92% .g% zu zeigen. Ist 5+n, so liefert > 3 7 11 61 


den Widerspruch. Ist 5 | n, so besagt >. 2. 5- 1: < 2, daß eine der Zahlen 7, 11, 13, 17 
Teiler von n sein muß. (Siehe (4)). Wäre p = 5, so müßte n nach (2) zwei Primteiler 
enthalten, die so wohl = (1 mod 6) als auch = (mod d.h. = 1 (mod 30) sind. Wir 


können daher n annehmen in der Gestalt 


n = pr. 38: . 52 . gef mit zum. mp r!, d. h. pri1+5+-...+59 


Aus dem Reziprozitätsgesetz der quadratischen Reste folgt nun, falls die Primzahl 
gli +5+---+5%M ist: g= +il(mod5). Das ergibt ,|1 +5 + ---+5%; weil 
g;, < 19, erhält man 9, = 11 und damit einen Widerspruch auf Grund von (3). 

Wir können mit denselben Methoden auch zeigen, daß eine ungerade vollkommene 
Zahl mindestens 6 verschiedene Primteiler besitzen muß, ferner, dß n=pdE--.-% 
und n = pgtg%g3g:g3 nicht vollkommen sein können. Eine ungerade vollkommene Zahl n 
enthält deshalb mindestens 17 Faktoren’). Beachten wir (2), (3), (4), (6) und die Tat- 


sache, daß 3-5 -7|n die’ Ungleichung An zus 2 liefert, so erhalten wir folgende Ab- 
schätzungen für n: 
I. 17 |n. 
n = 17.38 .5° 11° .103* . 137° 
n > 577 3° .5%.141%.13% .17° 
11. 17 +n. 
(a) 5|n. nZ=5.3®.11°.13*.19% . 149° 
n = 149 . 3° .52.132.19°.23 ? 
(b) 5tn. 
n 2 61 .3® .7% . 11? . 13% . 198, 
Eine untere Schranke für eine ungerade vollkommene Zahl ist also. 
61 -3°. 72.112.132. 19° = 144 768 885 041 781 > 1,4 - 1014 


7) a = p@glel. . . ist nicht vollkommen ; vgl. H. J. Kanold, Verschärfung einer notwendigen Bedingung 
für die Existenz einer ungeraden vollkommenen Zahl, Journ. f. reine u. angew. Math. 184 (1942), 116—123, 








Kurven von Maximalindex in mehrdimensionalen 
projektiven Räumen. 


Von Gyula (Julius) v. Sz. Nagy in Kolozsvär (Ungarn). 





1. Einleitung. 


Eine einzügige Kurve im g-dimensionalen projektiven Raume A, bedeutet im fol- 
genden ein reelles, eindeutiges und stetiges Kreisbild im R,, welches überall je eine mit 
dem Punkte sich stetig ändernde Tangente, Schmiegebene, .... , Schmieghypergerade und 
Schmieghyperebene besitzt und welches mit keiner Hyperebene einen Teilbogen gemein- 
sam hat. Eine Kurve im Raume A, gap: aus mehreren Zügen bestehen, dann sind ihre 
Züge einzügige Ku ven im A,. 

Die (lineare) Ordnung Ya. der (lineare) Index einer Kurve oder eines Bogens ist 
die Maximal- bzw. Minimalanzahl der Punkte (jeden Punkt mit einer entsprechenden 
Vielfachheit gerechnet), in denen die Kurve bzw. der Bogen von einer Hyperebene von 
R, getroffen wird. 

Eine Kurve n-ter Ordnung im AR, wird im folgenden mit K bezeichnet. 

Wir nennen eine mehrzügige Kurve zerfallend oder reduzibel, wenn ihre Züge in 
zwei oder mehrere Systeme so gruppiert werden können, daß die Summe der Ordnungen 
der Kurven, die von den Zügen je eines Systems gebildet werden, der Ordnung der Kurve 
gleich ist. Hat die Kurve nur einen Zug oder zerfällt sie bei keiner Einteilung ihrer Züge, 
so ist sie einfach oder irreduzibel. 

Die Ordnung eines Punktes P auf einer Kurve K{P heißt die Maximalanzahl der 
in einer Hyperebene und zugleich in einer hinreichend kleinen Umgebung von P-gelegenen 
Punkte der Kurve K®. Der Index: oder die Vielfachheit des Punktes P bedeutet die 
Minimalanzahl der nach P fallenden gemeinsamen Punkte der Kurve mit einer durch P 
gehenden Hyperebene. 

Der Punkt P ist für die Kurve K®@ einfach oder singulär, je nachdem sein Index 
(seine Vielfachheit) gleich Eins bzw. größer als Eins ist. 

Die Schmieghyperebene H einer Kurve K®@ in einem Punkte P von der Ordnüng nz 
und vom Index i, ist gewöhnlich, wenn np — i» = g* ist, wo g* die größte gerade Zahl 
sg bedeutet. Ist * <n» —i», Sg* +2 bzw. * +2 <n —ip = g* +4, so ist die 
Schmieghyperebene H für die Kurve gewöhnlich singulär bzw. höher singulär. 

Der Schmiegraum R,(k <q — 2) eines Punktes von K ist gewöhnlich, wenn die 
Anzahl m; seiner nach ? fallenden Treffpunkte mit K@ um genau Eins kleiner ist als 
die Anzahl m;;, für den Schmiegraum A;;, des Punktes P. Die Zahl m, bedeutet dabei 
die Maximalanzahl der nach P fallenden Treffpunkte von K® mit den Hyperebenen, 
die den Schmiegraum AR, enthalten, ohne auch den Schmiegraum A,;, von P zu enthalten. 
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Ist die Schmieghyperebene: H des Punktes P gewöhnlich, so ist jeder Schmiegraum von 
P offenbar gewöhnlich. Ist H gewöhnlich singulär, so gibt es in der Folge R,, Ru, -. - , Re-a 
der Schmiegräume des Punktes P offenbar höchstens einen singulären Schmiegraum., 
Seine Singularität ist notwendigerweise gewöhnlich !). 


Bezeichnet m bzw. m’ die Anzahl der Treffpunkte der Kurve K@ mit einer Hyper- 
ebene H bzw. H’, so ist H eine gewöhnliche Hyperebene für die Kurve K, falls | m — m’ | 
für jede zu H hinreichend nahe liegende Hyperebene H’ höchstens gleich g* ist. Die 
Hyperebene H ist für ÄK® singulär, wenn es unter den zu H hinreichend naheliegenden 
Hyperebenen auch solche, gibt, für welche | m — m’ | 2 g* + 2. Diese Singularität von 
- H ist gewöhnlich oder höher, je nachdem die Ungleichung | m — m’ |> qg* +2 für 
keine bzw. für gewisse zu H hinreichend nahe liegende Hyperebenen H’ besteht. 


Eine Kurve K\ läßt sich auf einer ebenen Kurve C definieren. Die Ordnung der 
Kurve C in bezug auf ein ebenes Kurvensystem S bedeutet nach O. Haupt?) die Maximal- 
anzahl der Punkte, in denen C von den Kurven von 5 — außer den in die Grundpunkte 
von S allgemein fallenden Punkten — getroffen wird, falls dieses Maximum existiert. 
Entsprechend läßt sich der Index von C in bezug auf S definieren. Ist 5 linear, alge- 
braisch und in bezug auf C g-dimensional und hat C in bezug auf 5 die Ordnung n ünd 
den Index i, so kann man der Kurve C eine Kurve K® vom Index i zuordnen, in welche 
C transformierbar ist. 


Eine Kurve K® ist dann vom Minimalindex, wenn ihr Index gleich n — g* ist. 
Unter den Kurven K®@ vom Maximalindex sind — abgesehen von den Fällen g ="2 und 


=3 -— nur einige spezielle Kurven untersucht, und zwar die Kurven K® und 
Ke=ns), 


Jede Kurve K® ist vom Minimalindex. Für eine ungerade Ordnung n besitzt 
auch jede Kurve K{-) den Maximalindex. Dies gilt aber nicht für jede Kurve K{-") 
der geraden Ordnung n. 


1) Die Singularitäten der Kurven K(® wurden in der letzten Zeit von mehreren Verfassern behandelt 
und untersucht: 
1. F. Denk, Über elementare Punkte höherer Ordnung auf Kurven im R,, Sitz.-Ber. d. phys.-med. Soz. 
Erlangen 67 (1935). 
2. P. Scherk, Über differenzierbare Kurven und Bögen, I.—II. Mitteil., Casopis pro pöstov. mat. fys. 
(1987), III. Mitteil., Annali di mat. pura ed appl. (4) 17 (1938). 
8. F. Denk-O. Haupt, Über die Singularitäten reeller Bogen im R,, Journal f. d. reine u. angew. Math. 
188 (1941). 
In der pa Abhandlung werden die Singularitäten im A, auch für den Fall ausführlich untersucht, in 
dem die Existenz der Schmiegräume des Bogens nicht überall vorausgesetzt wird. 
») Vgl. die folgende Arbeit: 
4. O. Haupt, Zur Theorie der Ordnung reeller Kurven in der Ebene bezüglich vorgegebener Kurven- 
scharen, Monatshefte f. Math. u. Phys. 40 (1983). 
®) Vgl. die in den Fußnoten !) und ?) angeführten Arbeiten von Haupt, Scherk und Denk und die folgenden 
Arbeiten: 
5. O. Haupt, Eia Satz über die rellen Raumkurven vierter Ordnung und seine Verallgemeinerung, Math. 
Annalen 108 (1983). 
6. O. Haupt, Über Kontinua von beschränkter Ordnung, Sitz.-Ber. Bayr. Akad. d. Wiss. 1981. 
7. I. Sauter, Zur Theorie der Bogen n-ter (Realitäts-)Ordnung im Z, I.—II. Mitt., Math. Zeitschrift 
41—42 (1986—37). 
8. O. Delvendahl, Über Kurven von beschränkter Ordnung, Neue Deutsche Forschungen 178 (1988). 
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Der Zweck dieser Abhandlung ist, einige Ergebnisse für die ebenen und Raum- 
kurven vom Maximalindex auf die im Überraum gelegenen Kurven vom Maximalindex 
zu übertragen‘), ®). 


2%. Der Index der Kurven K!. Über die Schmiegräume der Kurven K® vom 
Maximalindex. 


Es gilt der Satz 


I. Der Index einer Kurve K\® (n-ter Ordnung im R,) ist höchstens gleich n — g*, wo 
q* die größte gerade Zahl S g bedeutet. 

Ist H die Schmieghyperebene der Kurve K® im Punkte P vom Index i, oder eine 
von ihnen, so gibt es in der Nähe von H zu jeder hinreichend kleinen Umgebung U von 
P eine Hyperebene H, bzw. H,, die mit der Kurve in U genau i» bzw. mindestens 
ip + g —.1 Punkte und außerhalb von U dieselbe Anzahl von Punkten gemeinsam hat; 
letzteres ist jedenfalls dann richtig, wenn die gemeinsamen Punkte von H und K® 
außerhalb U sämtlich Schnittpunkte sind, was durch geeignete Wahl von P erreicht 
werden kann. Die Anzahl s, der Treffpunkte von H, mit der Kurve weicht von der- 
jenigen s, von H, mit der Kurve um eine gerade Zahl ab. Es gilt also .die Ungleichung 
Ss —Ssı = g*. Daraus folgt der Satz 1. 

Aus I und aus der Definition des Index folgt der Satz 


II. Hat die Kurve K\® den Maximalindex, so weichen die Anzahlen der Treffpunkte 
von K\® mit zwei beliebigen Hyperebenen von R, um höchstens q* voneinander ab. 
Aus diesem Satz folgt der Satz 


III. Jede Hyperebene, die einen Schmiegraum R,(k <g) einer Kurve K® vom 
Mazximalindex enthält, trifft die Kurve in mindestens n — g* +kbzw.n —g* +k +1 
Punkten, je nachdem k eine gerade bzw. ungerade Zahl ist. 

Der Schmiegraum A, des Punktes P von K® hat mindestens k + 1 nach ? fallende 
Treffpunkte. Bestände der Satz III nicht zu Recht, so gäbe es eine durch A, hindurch- 
gehende Hyperebene H, von der die Kurve in höchstens n —g* +k— 2 bzw.n — g*+k—1 
Punkten getroffen würde, je nachdem k eine gerade bzw. ungerade Zahl ist. Dann gäbe 
es in der Nähe von H zu jeder hinreichend kleinen Umgebung U von P eine Hyperebene 
H,, die mit der Kurve in U um die gerade Anzahl k oder k + 1 Treffpunkte weniger 
hätte als H, während die Anzahl der nicht nach U fallenden Treffpunkte der Hyper- 
ebenen H und H, mit der Kurve übereinstimmt; letzteres ist jedenfalls dann richtig, 
wenn die gemeinsamen Punkte von H und K\® außerhalb U sämtlich Schnittpunkte 


4) In der gegenwärtigen Arbeit werden einige Ergebnisse der folgenden Arbeiten von mir benutzt: 

1. Über Kurven von Maximalklassenindex. Über Kurven von Maximalindex, Math. Annalen 89 (1923), 
"0 (194). 

2. Über die Züge der ebenen Kurven von Maximalklassenindex, Math. Annalen 100 (1928). 

8. Über. Raumkurven vom Maximalindex, Journal f. d. r. u. angew. Math. 177 (1987). 
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Diese Arbeiten werden unter Sz.N. 1, 2,3, 4 angeführt. 

®) Die gegenwärtige Arb-it ist eine in mehrere. Punkten veränderte Umarbeitung einer ungarischen Ab- 
handlung des Verfassers (Msth. u. Naturwiss. Anzeiger d. Ungar. Akad. d. Wiss. 55, 1987). 

Ich möchte jetzt bemerken, daß auch Herr P. Scherk die Kurven K{f’ vom Maximalindex untersucht hat, 
wie er mir in einem (nach der Beendigung meiner ungarischen Arbeit in meine Hände gelangten) Briefe mitgeteilt 
hat. Seine Ergebnisse sind meines Wissens bisher noch nicht veröffentlicht. Auch P. Scherk gelangte zu meinen 
Sätzen I, VIII und IX (von mir unabhängig). Er hat noch bewiesen, daß jeder Bogen einer Kurve K‘®) vom 
Maximalindex stückweise elementar (d. h. von g-ter Ordnung) ist. 
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sind, was durch geeignete Wahl von ? erreicht werden kann. Die Anzahl der Treffpunkte 
von H, und K{ wäre also höchstens n — q* — 2. Dies ist aber nach den Sätzen I und II 
unmöglich. 

Aus dem Satze III für k=g—1 bzw. für ungerade q und fürk=g—2 folgen 
die Sätze: 


IV. Die Schmieghyperebenen jeder Kurve K® vom Mazximalindex haben mit der 
Kurve n Treffpunkte. 


V. Ist q eine ungerade Zahl, so hat die Kurve K® vom Maximalindex mit jeder Hyper- 
ebene, die durch eine Schmieghyperebene hindurchgeht n Treffpunkte. 


Es gilt auch der Satz 


VI. Eine en des Raumes R, kann die zu den voneinander verschiedenen 
Punkten P,, Pa,-.-,P, einer Kurve K@ vom Maximalindex gehörigen Schmiegräume 
R,, Ras: -- R, nur denn enthalten, wenn + %+'' +q+r<sg* ist, wo r die 
Anzahl der ungeraden Zahlen unter q,, 9, - - - , 9 bezeichnet. 

E.thält nämlich die Hyperebene H den Schmiegraum R„(k=1,2,...,),s0 hat 7 
mit K@in P, mindestens q, + 1 Treffpunkte. Sind q,, 93, - - -, q, ungerade Zahlen, so gibt es 
in der "Nähe von H zu allen hinreichend kleinen Umgebungen U,, U,,..., U,der Punkte 
P), Pa... , P, eine Hyperebene H,, die außerhalb von U,,U,,..., U, mit K{® keine 
größere Anzahl von Treffpunkten als 4 hat und die inden Umgebungen U,, U,, ..., U,bzw. 
U,+1 Uy+9 -- - , U, keinen Punkt bzw. höchstens einen Punkt mit Kr gemeinsam hat. 
H besitzt a mit der Kurve mindestens 


= t+tYd+t+ta+d+ + +td+tHaHtGeat + > 
tat +qartr 


Treffpunkte mehr als #4,. Nach Satz II ist aber @ < g*, 
Aus dem Satze VI folgt der Satz 


VII. Eine Kurve K@ vom Mazximalindex kann von der Schmieghyperebene des 
Punktes P außerhalb von P nicht berührt werden. Ist g eine ungerade Zahl, so wird K@ 
auch von keiner Hyperebene, welche die Schmieghypergerade des Punktes P enthält, außer- 
halb von P berührt. 


Es gelten auch die Sätze: 


VIII. Es sei K®@ eine Kurve vom Maximalindex. Ist q ungerade, so ist kein Schmieg- 
raum von K® singulär. Ist gq gerade, so ist jeder singuläre Schmiegraum von K{P gewöhnlich. 


IX. Es sei P ein Punkt vom Index i, auf einer Kurve K® vom Maximalindex. Ist 
g eıne ungerade Zahl, so hat P die Ordnung qg+ ip —1. Ist q gerade, so ist die Ordnung 
von P höchstens gleich q + ip- 

Wir beweisen nur den Satz IX, weil der Satz VIII in einfasher Weise aus IX folgt. 

Es gibt in der Nähe der Schmieghyperebene H des Punktes P vom Index i, zu jeder 
hinreichend kleinen Umgebung U von P eine Hyperebene H,, so daß H und H, außer- 
halb von U dieselbe Anzahl von Treffpunkten mit K\® haben (wegen Satz VII) und 4, 
in U mit K\® höchstens i» —1 Punkte gemeinsam hat. Wäre nun die Ordnung von P 
mindestens i» + q bzw. i» + g + 1, je nachdem g ungerade bzw. gerade ist, so wäre der 
Unterschied zwischen der Anzahl von Punkten, in denen K® von H und H, getroffen 
wird, mindestens g+1=g* +2 bzw. g+2=g*+2. Dies ist aber nach Satz II 
unmöglich. Daraus folgt die Richtigkeit des Satzes IX. 


Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. 
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3. Projektion der Kurve K(® vom Maximalindex in Kurven vom Maximalindex im Raume 
niedrigerer Dimension. 


X. Ist K@ eine Kurve vom Maximalindex und g eine ungerade Zahl, so ist die 
Zentralprojektion der Kurve von einem Punkte P von R, aus auf eine P nicht enthaltende 
Hyberebene von R, eine Kurve Ki”, Ki) bzw. K4Z2) vom Maximalindex, je nachdem : 
der Index von P auf K® gleich 0, A bzw. i, ist. 

(Der Index von P verschwindet, wenn P kein Punkt von K“® ist.) 

Ist K die Zentralprojektion der Kurve K(® auf eine Hyperebene H von R,, so ist K 
eine Kurve Ku. Die Kurve X wird nämlich von einer in H liegenden Hypergeraden 
G von AR, in höchstens n — i» Punkten, getroffen, weil K® mit der durch die Hyper- 
gerade G und durch den Punkt‘ P gehenden Hyperebene außer den nach ? fallenden i, 
Punkten höchstens n — i» Punkte gemeinsam hat. 

Die Kurve X ist vom Maximalindex.. Die Anzahlen der Treffpunkte von X mit 
zwei in H liegenden Hypergeraden von AR, weichen nämlich um dieselbe Zahl voneinander 
ab wie die Anzahlen der Treffpunkte von K® mit den Hyperebenen, die durch P und 
die zwei Hypergeraden gehen. Diese Abweichung ist also höchstens gleich * =g —1. 

Der folgende Satz gilt auch für gerade Dimensionszahl g: 

XI. Projiziert man eine Kurve K® (g> 3) vom Mazximalindex mittels der durch eine 
Tangente t von K\® gehenden Ebenen auf eine Hypergerade R,-, von R,, die mit t keinen 
gemeinsamen Punkt hat, so erhält man auf dieser Hypergeraden im allgemeinen eine Kurve 
K4-2 vom Maximalindex. Trifft aber die Tangente t die Kurve K® inm(> 2) Punkten, 
so ist die Projektion von Ki eine Kurve Ki, vom Maximalindex. 

Es ist klar, daß die aus K{P so erhaltene Kurve eine Kurve KW? ist. Ist m = 2, 
so treffen die durch it gehenden Hyperebenen die Kurve K\P außer in den immer nach P 
fallenden zwei Punkten in mindestens n —g* Punkten (Satz III, k= 1). Die Kurve 
K4-2 wird von einer Hyperebene R,-, ihres Raumes R,-, ebenso oft getroffen wie K 
von der durch t und A,-, gehenden Hyperebene von A,, wenn man die nach ? fallenden 
zwei Punkte in Abrechnung bringt. Daraus folgt, daß die Kurve K\#-?’ den Maximalindex 
(n —2) — (g —2)*= n — g* hat. Man kann den Satz XI auch für den Fall m> 2 
leicht einsehen. 

Aus den Sätzen X und XI folgt der Satz 

XII. Jede Kurve K@ vom Mazximalindex läßt sich durch Projektionen in eine ebene 
Kurve K® ,. vom Mazximalindex überführen. Ist q eine ungerade Zahl, so läßt sich die 
Kurve K\ durch Projektionen auch in eine Raumkurve R\) ,, vom Maximalindex über- 
führen. 

Man kann leicht einsehen, daß die Kurve K® vom Maximalindex sich mittels der 
durch einen Schmiegraum R,-, der Kurve gehenden Hypergeraden in eine ebene Kurve 
vom Maximalindex direk‘ projizieren läßt. ! 

Der Satz X gilt für eine gerade Zahl g nur unter gewissen Annahmen. 

XIII. Die Zentralprojektion einer Kurve K@ vom Maximalindex von einem Punkte P 
der Kurve aus auf eine P nicht enthaltende Hyberebene ist vom Mazximalindex auch bei 
gerader Dimensionszahl q, wenn K\ von jeder durch P gehenden Hyperebene in mindestens 
n —q-+ 2 Punkten getroffen wird. 

Besitzt K@ die im Satz XIII angeführten Eigenschaften, so weichen die Anzahlen 
der Treffpunkte von K® mit den durch P gehenden Hyperebenen um höchstens 
n—(n—qg+2)=g—2= (g— 1)* voneinander ab. Daraus folgt, daß die Projektion 
von K\ den Maximalindex hat. 





v. 83. Nagy, Kurven vom Mazimalindez in mehrdimensionalen Räumen. 


4. Über die mehrzügigen Kurven K® vom Maximalindex. 


Es gilt der Satz 

XIV. Jeder Zug einer Kurve vom Maximalindex ist wieder eine Kurve vom Maximal- 
index. 

Es sei Ki ein Zug der Kurve Ki vom Maximalindex. Wäre K{® nicht vom Maxi- 
malindex, so gäbe es im A, eine Hyperebene, von der K@ in höchstens n, —g* —2 
Punkten getroffen würde. Von dieser Hyperebene ausgehend könnte man dann zu einer 
solchen Hyperebene gelangen, die durch eine Tangente t von K{ geht und mit KW 
— außer den auf t fallenden zwei Punkten — höchstens n, — q* — 2 Treffpunkte hat. 
Die Projektion von X“ mittels der durch die Tangente t gehenden Ebenen auf eine zu t 
fremde Hypergerade wäre dann eine Kurve K4-%, die ebenfalls nicht vom Maximalindex 
ist. Der Index dieser Kurve ist nämlich höchstens gleich n, — q* — 2, er ist also kleiner 
als (m -)—g—2*=n —g*. 

Hätte also die Kurve X vom Maximalindex einen Zug ohne den Maximalindex, 
so hätte auch die aus A durch den Satz XI erhaltene Kurve X ‚,bzw. KU) ,, einen 
Zug, der nicht vom Maximalindex ist. Dies ist aber unmöglich, weil jeder Zug einer 
ebenen oder Raumkurve vom Maximalindex den Maximalindex hat®). 

Aus dem Satze XIV folgt der Satz- 

XV. Ist q ungerade, so hat keine Kurve K® vom Maximalindez einen Zug vom Index 
Null. 

Hätte nämlich die Kurve K® vom Maximalindex -einen Zug vom Index Null, 
so wäre 0 + g* = q — 1 die Ordnung dieses Zuges. Eine Hyperebene, die durch g Punkte 
dieses Zuges geht, hätte dann mit diesem Zuge mehr Treffpunkte als seine Ordnung. 
Dies ist aber unmöglich. 

XVI. Hat eine Kurve K® vom Maximalindex z unpaare Züge, so hat sie höchstens s 
paare Züge, wo s die größte ganze Zahl S}(n +2 — z — g) bedeutet. 

Ist q ungerade, so hat jeder Zug von KP einen positiven Index. Bezeichnen 
ige. .;t, bZW. jnja- -- Ju die Indizes der unpaaren bzw. paaren Züge von K{, 
so ist 

nZhtut+t +, th tat ta tz tutti. 

Damit ist der Satz für ungerades g bewiesen, weil n—z und g—1 gerade Zahlen sind. 

Ist q gerade, so hat die aus K@ nach Satz XI erhaltene Kurve K4?? dieselbe Anzahl 
z bzw. u = u + u, von unpaaren bzw. paaren Zügen wie K@. Das gleiche gilt auch 
für die aus K(® durch 4 (a — 2) Projektionen erhaltene ebene Kurve Kr, +2. Hat diese 
ebene Kurve u, Züge vom Index Null, so zerfällt sie entweder in u, oder in u, + 1 irre- 
duzible Kurven?). Bezeichnen i,,i,, .. . ‚i, bzw. j, ja - - »J«, die positiven Indizes der 
unpaaren bzw. paaren Züge von Ki) ,,, so besteht die Or 
n—g+2=ut tu tht ti tr 2m 


bzw. 


n—g+2=üuüt+r' +, ti t+t +, +20 +2, 
je nachdem KY), ,, in u, bzw. u, + 1 irreduzible Kurven zerfällt ?). 
Daraus folgt die Ungleichung 
n—qg+222+%w,+u)=2+ 2u bw. n—g+22z+2u +2. 


49, 78; Sz. N. 8, 8.19. 
187. 
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Für beide Fälle gilt also die Ungleichung 
z+ 2 u2n—gqg+2. 

Damit ist der Satz XVI bewiesen. 

Besteht eine Kurve K@ aus z Zügen von den Indizes i,, i,, . - . , i,, s0 soll die Summe 
„=h+i+: -+i, als Indizessumme der Kurve bezeichnet werden. 

XVII. Ist die Indizessumme einer Kurve K®@ gleich n — q*, so ist die Kurve vom 
Mazximalindex und hat höchstens einen Zug vom Index Null. 

Die Kurve K@Wist vom Maximalindex, weil ihr Index nicht kleiner als / = n — g* 
ist. Nach dem Satze XV können wir annehmen, daß g eine gerade Zahl ist und deshalb 
I=n—g*=n—-gist. Hätten nun die Züge Z, und Z, der Kurve K{® den Index Null, 
so wäre die Zentralprojektion der Kurve von einem Punkte P des Zuges Z, aus (auf eine 
P nicht enthaltende Hyperebene) eine Kurve K{}? vom Maximalindex, für welche die 
Projektion Z} des Zuges Z, den Index Null hätte. 

Die Kurse K4-D ist nach Satz XIII eine Kurve vom Maximalindex, weil jede Hyper- 
ebene durch P mit Z, mindestens 2, mit den übrigen Zügen zusammengenommen minde- ' 
stens /=n —g Treffpunkte hat. 

Der Zug Z, hat den Index Null, weil Z, mit der Schmieghyperebene H von P 
keinen Treffpunkt hat. H hat nämlich mit XP n Treffpunkte, von denen g Punkte auf 
Z,, die übrigen  — q Punkte auf die übrigen Züge fallen. Ein von Z, verschiedener Zug 
von K\® enthält unter diesen n —g Punkten ebensoviel wie sein Index angibt, weil 

=n n- qist. Daraus folgt, daß H mit Z, keinen Treffpunkt hat. 

Die Kurve Ki kann aber nach Satz XV keinen Zug vom Index Null enthalten. 
Daraus folgt die Richtigkeit des Satzes XVlı. 

Wir haben bewiesen, daß jede Kurve K@ im Falle n < 2g höchstens n +1 —q 


Züge haben kgnn®). Für die Kurven X vom Maximalindex ist die Maximalanzahl der 
Züge auch im Falle n > 2g gleich der vorigen Zahln +1 —.g. 

XVII. Eine Kurve K@ vom Maximalindex hat höchstens n +1 —g Züge. Besitzt 
eine Kurve K@ vom Mazximalindexz n +1 —g Züge, so sind ihre Züge vom Index Eins 
ohne Ausnahme bzw. mit Ausnahme eines Zuges vom Index Null, je nachdem g eine ungerade 
bzw. gerade Zahl ist. 

Die Kurve K{® vom Maximalindex läßt sich nach Satz XII in eine ebene Kurve 


KO ,, bzw. Raumkurve Ki? +, vom Maximalindex überführen. Diese Kurve X ,, bzw. 
KÖ.,; hat höchstens (n —g +2) —i=n + 1—gbzw.(n—g+3)—2=n+1—g 
Zügel"), 

Die Kurve K{ hat ebensoviel unpaare und paare Züge wie die daraus durch 
mehrmalige Anwendung des Satzes XI erhaltene ebene bzw. Raumkurve vom Maximal- 
index. Hat diese ebene bzw. Raumkurve die Maximalanzahl n —g + 1 von Zügen, so 
besitzt sie n —gq bzw.n—g+1=n— (g—1) unpaare Züge und einen bzw. keinen 
paaren Zug. Daraus folgt, daß eine Kurve X{P vom Maximalindex mit n —g + 1 Zügen 
n — g* unpaare und g* — (g — 1) paare Züge besitzt. 

Damit ist der Satz XVIII bewiesen. 

Aus dem Satze XVIII folgt der Satz 

XIX. Besitzt eine Kurve K® vom Maximalindex k Züge, so besteht die Ungleichung 
k+gsn+1. Diese Ungleichung gilt nur dann mit dem Gleichungszeichen, wenn die 
Kurve n — g* Züge vom Index Eins und im Falle q* = q noch einen Zug vom Index Null hat. 


®) 82. N.4. 
”) 8z.N.1, 8.73; 82.N.8, 8.199. 
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5. Über die Irreduzibilität und Reduzibilität der Kurven K/P vom Maximalindex. 

Es gilt der Satz 

XX. Ist eine Kurve vom Maximalindex reduzibel, so sind auch die Kurven, in welche 
sie zerfällt, wieder vom Mazximalindex. 

Wir haben diesen Satz für ebene und Raumkurven bewiesen. Er gilt aber auch für 
Kurven K® (g >4). Es seien KW, KW,..., K® die Kurven, in welche die Kurve KA 
vom Maximalindex zerfällt. Dann ist 

n=ntm+t': +n.. 

Bestände nun der Satz XX für die Kurve XP nicht zurecht, so gäbe es eine Hyper- 
ebene H, von der die eine Kurve K{) in höchstens n, — q* — 2 Punkten getroffen würde. 
Dann hätte aber 4 mit der Kurve XP höchstens 

nt t+ tn t+tm—-*—)+tmat 0 tmmn—g*—2 
Treffpunkte. Die Kurve K® wäre also nicht vom Maximalindex. 

Aus diesem Widerspruch folgt die Richtigkeit von Satz XX. 

XXl1. Zerfällt die Kurve K® vom Maximalindex in k Kurven, so besteht die Un- 
gleichung n Z I + kgq*, wo I die Indizessumme der Kurve bedeutet. 

Zerfällt nämlich die Kurve K@ vom Index i in die Kurven KW, KW,..., KW 
mit den Indizes i,, ig, ... ‚iz, so gelten die Relationen 

n=i+g"=n+n+: +, m =u+g* (h=1,2,...,K). 

Daraus folgt die Ungleichung 

n=itgt=(ütat +) Hg ZI 4 Rgr, 

Aus dem Satze XXI folgen die Sätze: 

XXI. Ist I die Indizessumme der Kurve K@ vom Maximalindez, so zerfällt die Kurve 
in höchstens k irreduzible Kurven, wo k die größte ganze Zahl < : 4 bezeichnet. 

XXIII. Die Kurven K@ vom Maximalindex, deren Index i und Indizessumme I der 
Ungleichung i — I < g* genügt, sind irreduzibel. 


In diesem Satze ist nämlich ? — 





XXIV. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die k-zügige Kurve 
K® vom Mazximalindex in k Kurven zerfalle, ist das Bestehen der Gleichung n = I + kg*, 
wo I die Indizessumme der Kurve bedeutet. 
Bezeichnen. nämlich n,,n,,...,7 bzw. i,iy...,is die Ordnungen bzw. die 
Indizes der Züge von K@, so ist _ 
n=entnt+ tm =slütt)tiat)+.  +argH)=I+ ke. 
Daraus folgt der Satz XXIV. 


6. Existenz von Kurven K(® vom Maximalindex. 


Die Ordnung bzw. der Index einer ebenen Kurve C in bezug auf das lineare Kurven- 
system mit der Gleichung in cartesischen Koordinaten 

(1) : r Jofe(z, Yy) + Ayfılz, a  ı Aal; y) = 0 
ist die Maximal- bzw. Minimalanzahl von Punkten, in denen die Kurve C von den Kurven 
des Systems (1) — außer den (immer) in die Grundpunkte des Systems fallenden Punkten 
— getroffen wird. Ist dieses System algebraisch und in bezug auf C g-dimensional, und 
gehörtzur KurveCin jedem Punkte Peine mit Psich stetig ändernde Kurve des Systems(1), 
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die mit C eine Berührung der g-ten Ordnung besitzt, so kann man der ebenen Kurve C 
eine Kurve K{® zuordnen, die in homogenen cartesischen Koordinaten die Gleichung 


(2) = hr, y), n hl, Yy),-- ‚u = Id, y) 

hat. Diese Kurve wird von der Hyperebene 

+ hm ++ Am 0 
in ebensoviel Punkten getroffen wie C — abgesehen von den in die Grundpunkte fallenden 
Treffpunkten — von der entsprechenden Kurve des Systems. 

Die Kurve C ist bezüglich des Systems (1) dann vom Maximalindex, wenn ihre 
Ordnung in bezug auf (1) um g* größer ist als ihr Index. 

In einer früheren Arbeit haben wir den folgenden Satz bewiesen!!): 

Zu jeder ganzen Zahl m (> 3) gibt es eine ebene algebraische Kurve m-ter Ordnung 
vom Maximalindex mit einem (m —4)-fachen Punkt P, die auch bezüglich des 
durch P und durch einen anderen Punkt Q gehenden dreidimensionalen Kegelschnitts- 
systems die Ordnung m und den Index m — 2 hat. (Der Punkt Q@ ist ein gewöhnlicher 
Punkt eines Pseudozuges zweiter Ordnung.) 

Auf Grund der Herleitung dieses Satzes gilt auch der Satz: 

Zu jeder ganzen Zahl m (> 3) gibt es eine algebraische Kurve C„ von m-ter Ordnung 
(und vom Maximalindex) mit einem (m —4)-fachen Punkte ?, die-in bezug auf das 
durch P gehende vierdimensionale lineare Kegelschnittssystem die Ordndungn =m+1 
und den Indexn —4 = m — 3 hat. 

Fällt P mit dem Anfangspunkte des cartesischen Koordinatensystems zusammen, 
so geht die Kurve C'„ durch die birationale Transformation 

Bye, yaynead, zn =ıyu=y? 
in eine Kurve X) vom Maximalindex über. 
XXV. Zu jeder ganzen Zahl n(> 4) gibt es (sogar stress) einzügige Kurven K\f 
n-ter Ordnung vom Maximalindex im R.. 

Zur Ergänzung des Satzes XVIII beweisen wir den Satz 

XXVI. Zu jedem Paare von natürlichen Zahlen q( 2) und n(Z g) gibt es (n + g—1)- 
zügige Kurven K® vom Maximalindex. 

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir den folgenden Satz: 

Stellen die Gleichungen 
aa, y)=y— srl, dr, y)=y—br=0(h= 1,2,.....m—2;k= 1,2,...,m) 
2m — 2 voneinander verschiedene reelle Geraden dar, die in dem Drehsinne 


Eyr Fir En Far + » + » Em-a Im Im-1: Im 
aufeinander folgen, und liegt die y-Achse im Winkelraum der aufeinander folgenden 
Geraden f„-ı und f„, so stellt die Gleichung 


(3) 6%. ema—frla' Im 0 
eine ebene algebraische Kurve C von m-ter Ordnung vom Maximalindex dar, die aus 
m — 2 Zügen vom Index Eins und aus einem Zuge vom Index Null besteht. Jeder der 
von den m — 1 aufeinanderfolgenden Geradenpaaren (e,, fı); (Es fa); - - - » (Em-a /m-a) und 
({n-1, fu) begrenzten Winkelräume enthält einen Zug von C, der letzte Winkelraum 
enthält den paaren Zug. 

‘Wir werden beweisen, daß diese Kurve C in bezug ui das 2k = g-dimensionale 
lineare Kurvensystem 


u) 85.N.8, 8.208, 
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4) AI Ay He HA ey 0 
die Ordnungn =m —2+2k = m—2+ g und den Index i= m — 2 hat, wenn k eine 
' ungerade Zahl ist. 

Sind die Koeffizienten der Gleichung (4) reell, so stellt die Gleichung (4) eine reelle 
algebraische Kurve C’ dar. Verschwindet jedes Glied k-ten Grades in (4), so zerfällt C” 
in eine Kurve (k — 1)-ter Ordnung und in die uneigentliche Gerade der Ebene. 

Das Kurvensystem (4) hat nur einen Grundpunkt, den Anfangspunkt 0 des Koor- 
dinatensystems. Unter den Treffpunkten der Kurve C mit den Kurven C’” ist 0 als ein 
(m — 2)(k — 1)-facher Treffpunkt zu rechnen. Die Kurve C’ hat also mit den Kurven C’ 
höchstens mk — (m — 2)(k — 1) = m — 2 +2k = m—2 + g veränderliche (reelle) Treff- 
punkte. Die (m — 1)-zügige und irreduzible hyperelliptische Kurve C kann mit keiner 
Kurve C’ unendlichviele Punkte gemeinsam haben, weil C und gie (unikursale oder in 
unikursale Kurven zerfallende) Kurve C’ keinen gemeinsamen Zug haben. 

Der Index (Vielfachheit) des Punktes 0 für eine allgemeine Kurve (” ist eine gerade 
Zahl, weil 0 ein (k — 1)-facher algebraischer Punkt von C” ist und weil k —1 eine gerade 
Zahl ist. Eine (unpaare) Kurve C’ hat also mit jedem unpaaren Zuge von C noch min- 
destens einen (reellen) Treffpunkt, mit C also mindestens m — 2 (reelle) Treffpunkte. 
Dies gilt auch dann, wenn C’ in 0 einen k-fachen Punkt hat und deshalb in Geraden zer- 
fällt, von denen mindestens eine Gerade g reell ist, weil k ungerade ist. Der Punkt 0 ist 
dann als mindestens k(m — 2) = (m — 2)(k — 1) + (m — 2) Treffpunkte von C und (C” 
zu rechnen. 

Die Kurve hat also mit jeder Kurve C’ mindestens m — 2 mit C” veränderliche 
reelle Treffpunkte. 

Wir haben also gezeigt, daß C in bezug auf die Kurven C’ eine Ordnung 

n"sn=m—2+9g 
und einen Index 
V2i=m—2 
besitzt. Hieraus folgt, daß C durch die birationale Transformation 

HG) Raeaeonery.. „ae, hy. ,yalımy 
in eine Kurve X{® übergeführt wird, für welche n’ — i’ < 2k = g* ist. Dies ist aber nach 
Satz I nur dann möglich, wenn n’ =n und ’’=i ist. Die so erhaltene Kurve K® ist 
also. vom Maximalindex und besteht aus m —i=n+1—g Zügen. (In (5) sind 
%g %1, +++, %g die homogenen Koordinaten eines Punktes von A,.) 

Damit ist der Satz XXVI für jede gerade Zahl g von der Form qg = 4s + 2 bewiesen. 
Projiziert man eine solche Kurve Ä@ durch die Ebenen, die eine reguläre Tangente t 
der Kurve enthalten, auf eine zu t fremde Hypergerade von A,, so erhält man eine Kurve 
K4 vom Maximalindex, für welche der Satz XXVI gültig bleibt und für welche , =q—2 
durch 4 teilbar ist. 

Die Gültigkeit des Satzes XXVI für die Dimensionszahl g von der Form 4s +1 
bzw. 4s —1 wird auf Grund des Satzes XIII (vgl. auch den Beweis des Satzes XVII) 
durch Zentralprojektion einer (n + 1 —g)-zügigen Kurve K® vom Maximalindex auf 
eine Hyperebene von R, bewiesen, wenn der Mittelpunkt der Projektion auf dem paaren 
Zuge der Kurve liegt und wenn g die Form 4s + 2 bzw. 4s hat. 

Damit ist der Satz XXVI vollständig bewiesen. 





Eingegangen 4. August 1942. 





Algebraische Kurven vom Maximalindex 


im mehrdimensionalen Raum. 


Von Gyula (Julius) v. $z. Nagy in Kolozsvär. 





1. Einleitung. 


- Ich habe die folgenden Sätze bewiesen '!): 

Für jede Ordnung n(> 2) gibt es ebene algebraische Kurven n-ter Ordnung, die aus 
s Zügen von den Indizes ij, is, ...,i, bestehen, wo die Indizes beliebige nichtnegative ganze 
Zahlen sind, die der Gleichung 

tot. +u=n—2 
genügen, von denen aber höchstens ein Index verschwindet. 

Es gibt für jede Ordnung n(Z 3) algebraische Raumkurven n-ter Ordnung, die aus 
s Zügen von den Indizes i,, i,,... , is, bestehen, wo die Indizes positive Zahlen sind, die der 
Gleichung 

uta+  +u=n—2 
genügen. 

Diese Sätze werden in der vorliegenden Arbeit auf folgende Weise verallgemeinert: 

I. Es gibt für jede Dimenszahl g(> 2) und für jede-Ordnung n(> g) algebraische 
Kurven n-ter Ordnung im: g-dimensionalen linearen Raum R,, die aus s Zügen von den 
Indizes i,,iy,...,is bestehen, wo die Indizes beliebige ganze positive Zahlen sind, die der 
Gleichung 

ut+u+:: +,=n—g* 
genügen. Hierbei bedeutet q* die größte gerade Zahl <g. Ist g* = g, so gilt dieser Satz 
auch dann, wenn eine einzige der Zahlen i,, ia, ,... , is verschwindet. 

Ich beweise auch den folgenden Satz: 

II. Es gibt für jedes Tripel von ganzen Zahlen g(2 2), m(Z g) und n(Z g) zweizügige 
algebraische Kurven (m + n)-ter Ordnung vom Mazximalindex im g-dimensionalen linearen 
Raum R,, deren Züge algebraische Kurven m-ter und n-ter Ordnung sind. 

Der Index einer Kurve in AR, bedeutet die Minimalzahl der reellen Treffpunkte der 
Kurve mit den Hyperebenen von A,. Der größte Index einer Kurve in A, ist?) gleich 
n —g*. Die Kurven in den Sätzen I und II sind also vom Maximalindex. 


1) Gy. (J.)v. S2. Nagy, Über die reellen Züge algebraischer ebener und Raumkurven, Math. Annalen 
77 (1916), 8. 416-429, 

®) Gy. v. Sz. Nagy, Kurven vom Maximalindex in mehrdimensionalen projektiven Räumen, dieses Journal 
185 (1943), S. 30— 39. 
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2. Beweis des Satzes I für ebene algebraische Kurven. 


Für den Beweis des Satzes I bedarf ich des folgenden Satzes: 
III. Es seien 
(1) FA — ar —a,) (2 —an-ı) und gm-(2)= (2 —bi)(a —b,) (bu), 
zwei Polynome mit 
0=,<sa<bsb<w, Ss, <bS.--Sbna < au San 


bzw. 
(2) =, <sa<bhsb<a<sa<bS.. San. <bdu- < au, 


je nachdem m eine gerade bzw. ungerade Zahl ist. 
Sind ij, ig, .. . ‚is beliebige nichtnegative ganze Lösungen der Gleichung 


(3) - ut+tb+: +, =m—2, 
unter denen höchstens eine Zahl verschwindet, so kann man einige von den Doppelzeichen S 


in der (zu geradem oder ungeradem m gehörigen) Folge (2) durch Gleichheütszeichen und 
andere durch das Ungleichheitszeichen < so ersetzen, daß die zugehörige Gleichung 


(4) Im(z) — Y’Em-2l2) = 0 
in kartesischen Koordinaten eine hyperelliptische Kurve C von m-ter Ordnung darstellt, 
die aus s Zügen von den Indizes i,, i,,..., 1, besteht. 

Ich bezeichne mit $S,(k=1,2,...,m —2) bzw. $, den zur y-Achse parallelen 
Streifen, dessen Randgeraden durch die Endpunkte der Strecke (a,, b;) bzw. (a,, an-,) 
gehen. Der Parallelstreifen S, soll den zu $&, komplementären Bereich der Ebene bedeuten. 

Aus der Definition der Polynome /„(z) und g„-s(z) folgt, daß ihre Vorzeichen in 
seinem Punkte x’ der x-Achse nur dann üb:reinstimmen, wenn x’ in einem Parallel- 
streifen S,4{k = 0,1,2,...,m —2) liegt. 

Daraus folgt, daß die durch (4) dargestellte Kurve C in jedem der m — 1 Streifen 
Sg S1,...,S-g Punkte enthält und außerhalb dieser m — 1 Streifen keinen Punkt 
besitzt. 

Haben die Polynome f„(z) und gm-z(2) keine mehrfache Nullstellen, so hat die 
Kurve C in jedem der m — 1 Streifen S; je einen Zug. Wir bezeichnen diese Züge mit 
Zu Zi, > Zm-g Ist k> 0, so ist der Zug Z, unpaar und hat den Index Eins, weil er 
von der x-Achse nur im Punkte x = a, getroffen wird. 

Geht eine Gerade g durch zwei Punkte von Z, hindurch, so trifft sie den unpaaren 
Zug Z, in mindestens noch einem Punkte. Die Gerade g trifft also die Kurve C m-ter Ord- 
nung in m Punkten, von denen der Zug Z, drei Punkte und die Züge Z, Z,..., Zm-a 
je einen Punkt enthalten. 

Daraus folgt, daß der Zug Z, von g nicht getroffen wird; Z, hat also den Index Null. 

Man sieht leicht ein, daß die Kurve € den Maximalindex m — 2 hat und daß der 
Zug Z, bzw. Z, (k # 0) von zweiter bzw. dritter Ordnung ist. 

Die Kurve € ist auch dann von Maximalindex, wenn die Folge (2) auch Gleich- 
heitszeichen enthält. 

Nähert sich nämlich der Punkt a, auf der x/Achse dem Punkte a, so rückt die linke 
Randgerade von S, an die Gerade x = a,. In der Grenzlage a, = a, vereinigen sich die 
Parallelst”eifen S, und. S, in einem Parallelstreifen S,,. Dann werden auch die Züge 
Z, und Z, in dem Doppelpunkte x = @, Y= Vin einen Zug Z,, vom Index Eins vereinigt. 
Dieser Zug Z,, wird nämlich von einer Tangente t des Zuges Z, nur in einem Punkte ge- 
troffen, weil i mit Z, drei Punkte, mit den Zügen Z,Z,...,Zm-s je einen Punkt 
gemeinsam hat. 

Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. s 
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Der in 5, bzw. 5, fallende geschlossene Teil von Z,, ist ein aaa vom Index 
Null bzw. Eins. 

Sind a, + a,, b, = b, und a, + a,, so bilden die in 5, und S, liegenden Pseudozüge 
der Kurve C einen Zug Z,, vom Index Zwei. Der unendlichferne Punkt der Geraden 
x = b, ist ein Doppelpunkt von Z,.- 

Sind a, + a,,d, = b,,0, = a, und b, + b,, 30 hat die Kurve C in S,, S, und Sy je 
einen Pseudozug vom Index Eins, von denen ein Zug Z,.; vom Index Drei gebildet, wird. 
Dieser Zug hat zwei Doppelpunkte ne zwar die Punkte z=b,y=oo und x = a,, 
y=(. 

Sind © = a,, bi = b,0, = a,b; +b, und a„-; # a„-,, 80 bilden die in S,, 5}, 5, 
und 5, liegenden Pseudozüge der Kurve C einen Zug vom Index Drei. 

Treten in der Folge (2) statt r aufeinanderfolgender Doppelzeichen > Gleichheits- 
zeichen auf, so bilden die entsprechenden r + 1 Parallelstreifen 5, einen zusammen- 
hängenden Bereich 5. Die entsprechende Kurve C hat dann in 5 einen Zug vom Index r 
bzw. r +1, je nachdem S, ein Teil bzw. kein Teil von $ ist. 

Man kann dies und damit den Satz III leicht- einsehen. 

Durch diesen Gedankengang erkennt man, daß die Kurve C auch dann vom Maxi- 
malindex bleibt, wenn sie zerfällt. Dies tritt nur dann ein, wenn m = 24 eine gerade 
Zahl ist und wenn jedes Doppelzeichen der Folge (2) als Gleichheitszeichen gilt. 

Ist nämlich 

A)= (aa) (aa) (22,1) und ya) (Alle — A): (2 Bu) 
mit 
==, ml lr, Am An-1 = du-1 undb,=b=Bß,,..-, Dun = dm -3= By-1, 
s0 hat die Kurve C die Gleichung 
942) — y’y*a) = [pla) —yyla)][ Ale) + yyla)] =. 
Die Kurven mit den Gleichungen 
| plz) — yylz) = 0 und plz) + yyla) = 0 
sind ebenfalls vom Maximalindex. Sie sind unikursal und deshalb einzügig. 
Nach- (2) bestehen die Ungleichungen 
H<h<u<h< << 

Es gilt also der Satz: 

IV. Hat das Polynom Y(x) vom u-ten Grade lauter reelle und verschiedene Nulistellen, 
so stellt die. Gleichung 

942) — y’ y(a)]’ = 0 
eine reduzible Kurve 2u-ter Ordnung vom Maximalindex dar, die in zwei einzügige Kurven 
u-ter Ordnung vom Mazximalindex zerfällt. 

Dieser Satz läßt sich ohne Schwierigkeit auch direkt beweisen®). 


3. Ein algebraischer Hilfssatz und seine geometrische Anwendung. 


Es gilt. der Satz: 2 

V. Haben die Polynome fm(z) und gu-,(x) die im Satz III erwähnten Eigenschaften 
und sind F(x) und G(x) beliebige Polynome mit reellen: Koeffizienten, so hat das Polynom 

(5) P(z) = gu-1(2) F{z) — fn(z) 64x) 


) 8, die ungarische Arbeit des Verfassers: Reduzible algebraische Kurven vom Maximalindex in mehr- 
dimensionalen Räumen, Math. und Naturwiss. Anzeiger der Ungar. Akad. d. Wiss. 60 (1941), 8. 88-48. 
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in jedem der m — 2 abgeschlossenen Intervalle (a,, b,) (k=1,2,...,m—2) mindestens 
je eine Nullstelle, in diesen m — 2 Intervallen also mindestens m — 2 Nullstellen. 

Die Polynome /„(z) und g„-.(2) haben nach ihrer Definition in den inneren Punkten 
der Strecke (a;, b,) dasselbe Vorzeichen. Es gilt auch die Ungleichung 

Im(bi) - gm-2(a) > 0. 
Daraus folgt, daß die Zahlen 

(6) P(aı) = gm-s(aı)F*(a,) und P(b,) = — Im(b1)G*(b,) 
entweder entgegengesetzte Vorzeichen haben oder mindestens eine der Zahlen ver- 
schwindet. In beiden Fällen hat also P(x) im abgeschlossenen Intervall (a,, b,) min- 
destens eine Nullstelle. - 

In den zwei aufeinanderfolgenden Intervallen (a;, 5,) und (by4,, 4,41) hat P(x) 
auch dann mindestens zwei Nullstellen, wenn 5b, = b,;, und P(b,) = 0 gilt, weil b, dann 
eine mindestens zweifache Nullstelle von P(x) ist. 

Der Punkt 5; ist nämlich im Falle b, = b,;, eine zweifache Nullstelle von g„-.(z) 
und im Falle P(b,) = 0 eine mindestens zweifache Nullstelle von G?%(z), weil f(b,) + 0 
ist. Ist also 5, = b,;, und P(b,) = 0, so verschwindet P(x) in b, mindestens zweifach. 

Ebenso sieht man ein, daß P(x) in den aufeinanderfolgenden Intervallen (b,, a,) 
und (a,+1, d,+1) auch dann mindestens zweimal verschwindet, wenn a, = a,;, ist. 

Daraus folgt die Richtigkeit des Satzes V auch für den Fall, daß P(z) im Innern 
eines Intervalles (a;,, b,) keine Nullstelle besitzt. 

Aus Satz V folgt der Satz 

VI. Stellt die Gleichung _ 

(4) Im(2) — Y’gn-ı(2) = 0 
eine im Satz III charakterisierte Kurve C vom Mazximalindex dar, die aus s Zügen 
ZuZu:..,2, von den Indizes i,,ia,...,i, besteht, und bedeuten F(x) und G(x) beliebige 
Polynome mit reellen Koeffizienten, so hat die Kurve 

(7) F(z2) + yG(2) = 0 
mit dem Zuge Z, mindestens i,, mit der Kurve C mindestens m — 2 reelle Punkte gemeinsam 
(außer den in den unendlichfernen Punkt der y-Achse fallenden und von den Koeffizienten 
der Gleichung (7) unabhängigen gemeinsamen Punkten der zwei Kurven.) 

Jede reelle Nullstelle des Polynoms P(z) ist nämlich die Abszisse eines reellen 
gemeinsamen Punktes der Kurven (4) und (7). Der Satz VI folgt also aus dem Satze V 
und aus dem Beweise des Satzes III. 

Auf Grund des Satzes VI läßt sich der folgende Satz aussprechen: 

VI. Ist 

(4) Im{z) — Y’gm-ı(2) = 0 
die Gleichung einer im Satze III charakterisierten Kurve C vom Mazximalindex, die aus 
s Zügen Z,,Z,,... ,Z, von den Indizes i,, i,, . ... , i, besteht, und bedeutet F,(z) bzw. G,-ı(z) 
ein beliebiges Polynein vom k-ten bzw. (k — 1)-ten Grade mit reellen Boat fialumien, so 
hat die Kurve 

®& Filz) + YGr-1(2) = 0 
mit der Kurve C mindestens m — 2 und höchstens m —2 + 2k reelle Punkte gemeinsam 
(außer den in den unendlichfernen Punkt der y-Achse fallenden und von den Koeffi- 
zienten der Gleichung (8) unabhängigen gemeinsamen Punkten), von denen der Zug 
Zu (h=1, 2,...,8). mindestens i, Punkte enthält. 

Ist F,-ı(x) ein Polynom (k — 1)-ten Grades mit er Koeffizienten, so hat die Kurve 


(9) zF,-ı(2) + yGr-ıl2) = 
9 
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mit C. mindestens m reelle Punkte’ gemeinsam (außer den in den unendlichfernen Punkt 
der y-Achse fallenden und von den Koeffizienten der Gleichung (9) unabhängigen gemein- 
samen Punkten). Von diesen Punkten fallen mindestens i, + 2,i,...,i, auf die Züge 
ZuZg,.--,Zu ‘Der Anfangspunkt 0 des Koordinatensystems gehört den gemeinsamen 
Punkten der zwei Kurven an. Er liegt auf dem Zuge Z,, der entweder von zweiter Ordnung 
ist oder einen Pseudozug zweiter Ordnung enthält. 

Der erste Teil dieses Satzes ist auf Grund des Satzes VI klar. Der zweite Teil läßt 
sich auf Grund eines v. Staudtschen Satzes leicht einsehen. Nach diesem Satz haben 
zwei ebene Kurven eine gerade bzw. ungerade Anzahl von Treffpunkten, je nachdem 
mindestens die eine Kurve paar ist bzw. beide Kurven unpaar sind. (Hier ist angenommen, 
daß die Anzahl der Treffpunkte endlich ist.) Ein Zug oder Pseudozug zweiter Ordnung 
hat also mit der Kurve (9) eine gerade Anzabl von Treffpunkten. Diese Anzahl ist also 
mindestens gleich zwei, weil sie größer als Nuil ist. 


‚4 Beweis des Satzes 1. 
Der Satz I fo!gt aus dem folgenden: 
VII. Es sei 


(4) Im{z) — Y’gn-ı(2) = 0 
die Gleichung einer im Satz III charakterisierten und aus den Zügen Z,,Z,,...,Z, von 
den Indizes i,, ia... , i, bestehenden irreduziblen algebraischen Kurve C vom Mazximalindex 
und es sei Z, der durch den Anfangspunki des Koordinatensystems gehende Zug von C. 
Bedeuten nun x,, 2, - - . , %g, die inhomogenen cartesischen Koordinaten eines Punktes 
im 2k-dimensionalen linearen Raumes R;,, so wird die Kurve C durch die Transformation 


(10) = 2,2 = 2%,..., = 2, 24 = Yı Zira = YL,. gm ya 


in eine Kurve Kvon n= (m —2 + 2k)-tier Ordnung vom Maximalindex im Raum R;ı 
übergeführt, die aus s Zügen von den Indizes i,, i,,.. . , i, besteht. 

Bedeuten aber &,, &g, - - - , Zg, die homogenen cartesischen Koordinaten eines Punktes 
im (2k — 1)-dimensionalen linearen Raumes R,,-ı, so geht die Kurve C durch die Trans- 
formation (10) in eine Kurve K’ bzw. K'' vonn’ = (m — 3 + 2k)-ter bzw. n”’ = (m—4-+2k)- 
ter Ordnung vom Maximalindex im R,,-ı über, die aus s Zügen von den Indizes i, + 1,iy,iz, 
„2.414 02@. ig... „is besteht, je nachdem der Anfangspunkt des Koordinatensystems ein 
gewöhnlicher Punkt bzw. ein Doppelpunkt des Zuges Z, ist. 

Wir beweisen zuerst, daß die Kurve X in keiner Hyperebene des. Raumes A,, liegt. 

Wäre nämlich X in der Hyperebene 

(11) Au + Aıtı + Ag + + Ayla = 0 
des Raumes A,, gelegen, so müßte die Gleichung 

(12) (Aa+ A ++ Ar) + YAssı + Ara + + Age) 

= Fir) + yCr-ıl2) = 0 

für jeden Punkt der Kurve C bestehen. Wegen der Gleichung (4) der Kurve C müßte 
also die Gleichung 

(13) 8m-1(2) Filz) — Im(2) G-ı(2) = 0 
identisch bestehen. 

Dies ist aber nur dann möglich, wenn jede Nullstelle von g„-,(2) und /„(z)‘ eine 
gerade Vielfachheit hat. Dann zerfällt aber die Kurve C in zwei Kurven. 

Die reellen Treffpunkte der Kurve K mit den Hyperebenen von A,, entsprechen 
in eindeutiger Weise den von A,, A]... , Ag; abhängiger. reellen Treffpunkten der 
Kurve C mit den Kurven (12) von k-ter Ordnung. 





v. 82. Nagy, Algebraische Kurven vom Mazximalindez im mehrdimensionalen Raum. 45 


Eine Kurve (12) hat mit C höchstens m — 2 + 2k und mindestens m —2 reelle 
und von: A,Aj,..., Ag, abhängige Treffpunkte. Damen folgt, daß die Ordnung n 
bzw. der Index i von K der Ungleichung 
nsm—2+2k bzw izm—2 

genügt. Diese Ungleichungen können nur mit den Gleichheitszeichen bestehen, weil die 
Ungleichung n — i > 2k zwischen der Ordnung n und dem Index i für jede Kurve im 
R,, besteht*). Daraus folgt die Gleichung n — i = 2%k. Die Kurve X ist also vom Maximal- 
index. 

Wird der Zug Z, von C durch die Transformation (10) in den Zug M, von K über- 
. geführt, so hat M, offenbar den Index i,>i,. Eine Hyperebene, von der X in 
n —2k = m — 2 Punkten getroffen wird, hat mit M, mindestens i, Punkte gemeinsam. 
Es gelten also die Ungleichungen 


ut+tüu+-- +h2m—2=utut Hz). 


Daraus folgen die Relationen i, = ii, geig.. ‚ai. 
Auch die Kurve K’ oder K’ kann in keiner Hyperebene 
At + Aa ++ Auta = 0 
von Rz-ı liegen. Im entgegengesetzten Fall müßte eine Gleichung 
(14) AA + Asa + + Ar) + YAssı + Ara + + Aa) = 
=#Fı-,(2) + y6r-ı(2) = 0 
für jeden Punkt von C bestehen. Dies ist aber unmöglich, weil die identische Gleichung 

(15) Em-2(2) 2? Fi-1(2) — Im(2) 5-1 = 0 
für die irreduzible Kurve C nur dann bestehen kann, wenn alle Koeffizienten von F,-,(z) 
und G;-,(z) verschwinden. 

Die reellen Treffpunkte der Kurve K’ oder K mit.den Hyperebenen von A3,-ı 
entsprechen in eindeutiger Weise den von A,, Ag... , Ag; abhängigen reellen Treff- 
punkten der Kurve C mit den Kurven k-ter Ordnung (14). 

Die Abszissen dieser Treffpunkte sind Wurzeln der Gleichung (15). Der Punkt 
z=( ist eine von A, As,,..., Ag, unabhängige einfache bzw. doppelte Wurzel dieser 
Gleichung, je nachdem 0 = a, + a, bzw. 0 =, = a, ist. 

Daraus folgt, daß die Anzahl der von A,,A,,..., Ag; abhängigen Wurzeln der 
Gleichung (15) und damit die Ordnung von K’ bzw. K’ gleich m—3-+ 2k bzw. 
m —4 + 2k ist, je nachdem a, + a, bzw. a, = a, ist. 

Läßt sich der Zug Z, von C in einen Pseudozug Z, zweiter O.dnung und in r Pseudo- 
züge dritter Ordnung zerlegen, so ist i, = r. Jede Kurve (12) hat mit jedem Pseudozug 
dritter Ordnung von C nach den Sätzen V und VI mindestens je einen reellen Punkt 
gemeinsam. Hat aber (12) die Form (14), so wird Z, von der Kurve (14) in mindestens 
ii + 2 reellen Punkten getroffen, weil Z, und die Kurve (14) mindestens zwei reelle 
Treffpunkte haben. 

Daraus folgt, daß die Gleichung (15) mindestens 

+Y9+tu tu +. +u=lütut +) +2=m 
reelle Wurzeln hat, unter denen die Vielfachheit der Wurzel x = 0 = a, mindestens 
gleich eins oder zwei, je nachdem a, +a, bzw. & =a, ist. Die Anzahl der von 
A],Ag...,Ag, abhängigen reellen Wurzeln von (15) ist also für a, + a, bzw. = a, 
mindestens gleich m — 1 bzw. m — 2. 


*) Vgl. die in der Fußnote *) angeführte Arbeit des Verfassers. 
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Der Index i’ bzw. i” der Kurve X’ bzw. K’’ ist also mindestens gleich m — 1 bzw. 
m — 2. Es gilt also die Ungleichung 
v2zm—i=(m—3+2k) — (2k —2)=n’— (2k —2) 
bzw. 


"’ZzZm—?2=(m —4+ 2k) —(2k —2)=n" — (2k —2). 
Zwischen der Ordnung n und dem Index i jeder Kurve im Ay,-ı besteht aber die 
Ungleichung n —i 22k —2. Daraus folgt, daß 
UV=n’—(2k —2) und i”=n" — (2k —2) 
ist, Die Kurven X’ und X” sind also vom Maximalindex. > 
Damit ist der Satz VIII bewiesen. Aus diesem Satz folgt leicht Satz I. 


5. Beweis des Satzes II. 


Auf Grund des Satzes IV beweisen wir den folgenden Satz: 

IX. Hat das Polynom g(x) vom (u — A)-ien Grade lauter positive und verschiedene 
Nullstellen und ist f(x) = zp(x), so stellt die Gleichung 

(16) 42) — ya) = We) + ea) uf) 
eine in zwei einzügige Kurven u-ter Ordnung zerfallende Kurve C vom Maximalindex dar. 

Bedeuten x,, &, -- . , gs (k < u) inhomogene cartesische Punktkoordinaten im R;,, 
so wird die Kurve C durch die birationale Transformation 

IM =, = 2,...,20= Di, 241 = Yı Tara = YR,. 3 2 = yahı 
in eine zweizügige reduzible Kurve 2(u + k — A)-ter Ordnung vom Mazximalindex im R;, 
übergeführt, die aus zwei Kurven (u + k — 1)-ter Ordnung gebildet wird. 

Bedeuten aber x, %,...,&gs(k < u) homogene cartesische Punktkoordinaten, so 
wird die Kurve C durch die Transformation (17) in eine aus zwei Kurven (u + k — 2)-ter 
Ordnung bestehende reduzible Kurve vom Maximalindex im R;ı-ı übergeführt. 

. Die aus C durch die Transformation (17) erhaltene Kurve K bzw. K’ liegt in keiner 
Hyperebene des Raumes A,, bzw. Ry,-ı, je nachdem z,, &, . - . , 2, inhomogene bzw. 
homogene Punktkoordinaten bedeuten. 

Wäre nämlich K in der Hyperebene 

(18) Ay + Ayzı + Ast + + Asa, = 0 
des Raumes A,, gelegen, so müßte die Gleichung 

(19) (Ad+ Ar +: +A) + YAssıt Art + Ay0k') 

= Fıx) + yGr-ı(2) =(0 
für jede Lösung (x, y) der Gleichung (16) bestehen. Die Gleichung 

(20) f'*z) Fitz) — I2) G-ı(2) = 0 
müßte also identisch erfüllt werden. 

Dies ist aber unmöglich, weil f(x) keine mehrfache Nullstelle hat und der Grad k 
von F;(x) kleiner als der Grad u von f(x) ist. 

Wäre ferner die Kurve X’ in der Hyperebene 

(21) Aytı + Ast ++ Auta = 0 
von R;,-ı gelegen, so müßte das Polynom (14) für jede Lösung (x, y) der Gleichung (16) 
verschwinden und daher müßte das Polynom 

(22) zH(z) = z{fXa)Pl-ıa) — Ga) 
identisch verschwinden. Dies kann aber nicht eintreten, weil //(z) und (x) keinen 
gemeinsamen Teiler besitzen und ihr Grad. # —1 größer als k —1 ist. 
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Die Anzahl der reellen Treffpunkte der Kurve K mit der Hyperebene (19) ist 
— nach dem vorigen — gleich der Anzahl Jer reellen Wurzeln der Gleichung (20). Diese 
Anzahl ist also höchstens gleich 24 + 2k — 2 und mindestens 24 — 2. 

Die erste Behauptung ist offensichtlich, die zweite folgt aus dem Satze V, weil 
{m(z) = 4x) und g„-2(2) = f'*(z) den Bedingungen des Satzes V genügen. 

Die Anzahl der reellen Treffpunkte der Kurve K’ mit der Hyperebene (21) stimmt 
mit der Anzahl der reellen Nullstellen des Polynoms H(x) in (22) überein. Diese Anzahl 
ist höchstens gleich 2(#4 + k — 2) und mindestens 24 — 2. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt aus dem Satz V; sie läßt sich auch direkt 
einsehen. 

Bezeichnen nämlich 0 = @,, 0,,0,,...,4,-ı bzw. b,,d4,...,d,-ı die Nullstellen 
von f(x) und f’(z) der Größe nach, so gilt 

u<bh<ay <b <<. -<b., <a. 
Nach der Definition von H(x) bestehen also die Ungleichungen 
H(a,) = f“a)F}-ı(a) 2 0, H(bı) = — 9%bı) G-ılb) SO (k=1,2,...,u—1). 
Das Polynom H(x) hat also in jedem der 24 — 3 abgeschlossenen Intervalle 


(b,, a,), (a,, b,), (b,, 4), ...; (b,-1, 4,-ı) 
mindestens eine Nullstelle. Enthält das Innere eines dieser 24 —3 Intervalle keine 
Nullstelle von H(z), so ist mindestens der eine Endpunkt des betreffenden Intervalles 
eine mehrfache Nullstelle von 4(z). 

H(x) hat also mindestens 24 — 2 reelle Nullstellen, weil H(z) im Intervall (b,,a,-,) 
mindestens 2# — 3 Nullstellen besitzt und sein Grad eine gerade Zahl ist. Hiermit ist 
der Satz IX bewiesen. Damit ist der Satz II für den Fall m = n bewiesen. 

Ist m —n = 2p eine positive gerade Zahl, so st m=n+2p 2qg+2p=g'. Es 
gibt also nach Satz IX im A, eine aus zwei Kurven Ä’ und K” von m-ter Ordnung 
bestehende reduzible algebraische Kurve X vom Maximalindex. 

Projiziert man die Kurve X mittels der durch eine gewöhnliche Tangente i von K’ 
gehenden Ebenen auf eine Hypergerade R,-, von R,, die mit t’ keinen gemeinsamen 
Punkt hat, so erhält man im R,_, eine zweizügige reduzible algebraische Kurve K, von 
(2m — 2)-ter Ordnung vom Maximalindex, die aus zwei Kurven K; und Ä}’ von (m—2)-ter 
bzw. m-ter Ordnung besteht®). 

Pröjiziert man nun diese Kurve X, mittels der durch eine gewöhnliche Tangente i; 
von K} gehenden Ebene auf eine Hypergerade R,-, von R,-,, die keinen Punkt von {| 
enthält, so erhält man im R,-, eine reduzible algebraische Kurve X, vom Maximalindex, 
deren Züge die Ordnung m — 4 bzw. m haben. 

Durch Wiederholung dieses Verfahrens sieht man also die Richtigkeit des Satzes II 
für den Fall ein, in dem m —n eine gerade positive Zahl ist. 

Ist nun m—n =2p +1 eine ungerade positive Zahl, so nehmen wir zuerst an, 
daß g eine gerade Zahl ist. Dann ist Q=g + 2p + 1 ungerade und es ist 

m=n+2p+i120. 

Es gibt nach Satz IX eine zweizügige reduzible algebraische Kurve X vom Maximal- 
index im AR,, deren Züge die Ordnung m haben. Die Zentralprojektion dieser Kurve 
aus einem ihrer gewöhnlichen Punkte auf eine Hyperebene A,-, von R, ist im R.-ı 
eine zweizügige reduzible algebraische Kurve X, vom Maximalindex, weil @ eine ungerade 
Zahl bedeutet®). Die Züge von X, haben die Ordnung m — 1 bzw. m. 


®) S. Fußnote ?), 8. 40. 
®) S. Fußnote ?), 8.40. 
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Projiziert man diese Kurve X, mittels Ebenen, die durch eine gewöhnliche Tan- 
gente t, ihres Zuges (m — 1)-ter Ordnung gehen, auf eine Hypergerade R,-; von R.-ı 
(die keinen Punkt von t, enthält), so erhält man im R,-; eine aus zwei Zügen (m — 3)-ter 
bzw. m -ter Ordnung bestehende reduzible algebraische Kurve vom Maximalindex. 

Durch p-malige entsprechende Anwendung dieses Verfahrens gelangt man zu 
einer Kurve mit den im Satz II ausgesprochenen Eigenschaften. 

Für den vollständigen Beweis des Satzes II bleibt also nur der Fall übrig, in dem 
m + n und q ungerade Zahlen sind. Dann it Q@=m-+n—g= 2k eine gerade Zahl. 

Nach Satz IX gibt es (für k = „ —1) in R, eine in zwei Kurven Q-ter Ordnung 
zerfallende algebraische Kurve K, vom Maximalindex. Beide Züge von Ä, sind vom 
Index Null. 

Es gilt aber der Satz’): 

Projiziert, man eine Kurve, die im AR, vom Maximalindex ist und einen Zug Z, 
vom Index Null besitzt, aus einem Punkte P von Z, auf eine (P nicht enthaltende) 
Hyperebene A,-, von AR,, so erhält man in R,-ı eine Kurve vom Maximalindex. 

Daraus folgt, daß die Projektion der Kurve X, aus einem ihrer gewöhnlichen Punkte 
auf eine Hyperebene von A,-, eine zweizügige reduzible algebraische Kurve K, vom 
Maximalindex ist, deren Züge von den Ordnungen Q --1 und @ sind. 

Die Projektion dieser Kurve K, mittels der durch eine Tangente t, des Zuges 
(@ — 1)-ter Ordnung gehenden Ebenen auf eine solche Hypergerade AR,-; von R,-,, die 
mit t, keinen Punkt gemeinsam hat, ist im R,-, eine reduzible zweizügige algebraische 
Kurve von Maximalindex, deren Züge von den Ordnungen Q — 3 und Q sind. 

Ist n die ungerade dr beiden Zahlen m und n, und ist 20 = @ —-n —1, so gelangt 
man von der Kurve X, der Ordnung 20 —1 durch o-malige entsprechende Anwen- 
dung der vorigen Projektion zu einer reduziblen Kurve X,„ der Ordnung n +0 vom 
Maximalindex im A,, die von zwei Zügen der Ordnungen rn und Q gebildet wird. 

Ist nun a = n —gq, so gelangt man aus K, durch o-malige entsprechende Projek- 
tionen (mittels Ebenen durch je eine gewöhnliche Tangente des Zuges Q-ter Ordnung 
und seiner Projektionen) zu einer zweizügigen reduziblen algebraischen Kurve vom 
Maximalindex, die im A, liegt und deren Züge von den Ordnungen m und n sind. Durch 
solche Projektionen geht nämlich der Zug Q-ter Ordnung in eine Kurve über, die von 
der Ordnung Q@ — 20 = m ist. 

Damit ist der Satz II vollständig bewiesen, weil er jetzt auch für den Fall unge- 
rader m + n und g bewiesen wurde. 


?) 8. Fußnote ®), S. 4. 


Eingegangen 4. August 1942. 





Über die partielle Differentiation algebraischer 
Funktionen nach einem Parameter und die 
Invarianz einer gewissen Hauptteilsystemklasse. 


Von Oswald Teichmüller in Berlin. 


In einer vorangehenden Arbeit!), die hier jedoch nicht als bekannt vorausgesetzt 
wird, habe ich drei Vermutungen aufgestellt, in denen invariante Bildungen in alge- 
braischen Funktionenkörpern (reziproke Differentiale und ihre Hauptteile und Haupt- 
teilsystemklassen, die durch partielle Differentiation entstehen) auftraten. Den auf diese 
Bildungen bezüglichen Teil jener Arbeit möchte ich im folgenden in einer anderen, vom 
algebraischen Standpunkt eleganteren Weise darstellen; dabei wird sich der Beweis 
meiner ersten Vermutung fast von selbst ergeben. 

Der Vollständigkeit wegen entwickle ich dabei alles, was ich über Differential- 
quotienten in algebraischen Funktionenkörpern brauche, von Grund auf. Im ersten Teil 
werden die bekannten Sätze über die Fortsetzung von Differentiationen bewiesen, der 
zweite Teil bringt die gewöhnliche Theorie der Differentiale (erster Ordnung) in alge- 
braischen Funktionenkörpern und eine einfache Formel der partiellen Differentiation in 
neuen Bezeichnungen und erst im dritten Teil folgt nach der p-adischen Deutung der bis 
dahin eingeführten Operationen der Beweis für die Invarianz einer gewissen Hauptteil- 
systemklasse unter recht allgemeinen Voraussetzungen. Aber wenn ich alles Bekannte 
weggelassen hätte, wäre die Arbeit kaum kürzer geworden. 

Dieser neue Aufbau geht auf einen Briefwechsel mit Herrn M. Eichler zurück. 
Eichler fand, daß meine erste Vermutung auf der Identität (11) beruhte?), und bewies 
darüber hinaus auch meine zweite Vermutung für den Sonderfall der elliptischen und 
hyperelliptischen Funktionenkörper. ‘Damals lagen allerdings noch andere Definitionen 
zugrunde, die auf Grund von (6) aus den hier gegebenen entstehen. Ich schloß natürlich 
aus (14), daß (4) gelten müßte; beim Versuch, (4) direkt zu beweisen, entstanden die 
neuen, hier an die Spitze gestellten Definitionen. 

Da auf Grund gewisser von Eichler gefundenen Verallgemeinerungen (4) allgemein 
aus (11) folgt (ohne weiteres folgt es für ein Geschlecht g > 1, weil es da keine übera’l 
endlichen reziproken Differentiale gibt), nenne ich (4) und (11) die Eichlerschen Formeln; 
sie bilden die Grundlage des neuen Beweises. Auch andere Einzelheiten sind aus Eichlers 
Briefen entnommen, deren Inhalt weit über seine Veröffentlichung?) hinausgeht. 


») O. Teichmüller, Drei Vermutungen über algebraische Funktionenkörper, dieses Journ. 185 (1943), 1—11. 
®) M. Eichler, Bemerkungen zu den vorstehenden Vermutungen von Teichmüller, dieses Journ. 186 (1943), 
12—13, & 
Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. 7 
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Noch eine Bemerkung sei an dieser Stelle gestattet. Die vorliegende Arbeit ist 
rein algebraisch geschrieben wie auch der größte Teil der vorangehenden'!). Ursprüng- 
lich standen aber analytische Fragestellungen im Vordergrund; nur konnte ich 1940 
meine heuristischen Ergebnisse noch nicht exakt analytisch formulieren. Deshalb über- 
setzte ich sie in die Sprache des Algebraikers, wo sich wenigstens exakt formulierbare 


Vermutungen ergaben. 
Inzwischen sind aber meine Untersuchungen über die analytische Abhängigkeit 


eines algebraischen Funktionenkörpers von endlich vielen komplexen Parametern 
(oder, was dasselbe ist, die Theorie der Moduln algebraischer Funktionenkörper) 
so weit fortgeschritten, daß ich zwar nicht meine damaligen Vermutungen für den Fall 
des komplexen Konstantenkörpers beweisen kann (denn darin stecken noch algebraische 
Hypothesen), wohl aber das analytische Analogon meiner drei Vermutungen, das ja den 
heuristischen Ausgangspunkt bildete, nunmehr exakt formulieren und beweisen kann, 
und zwar ohne quasikonforme Abbildungen heranzuziehen. Diese Ergebnisse sollen 
später einmal veröffentlicht werden. 


I. 
R sei ein kommutativer Ring, R* ein kommutativer Oberring von R. Wenn jedem 


Element a von R ein Element a’ -. von R* so zugeordnet ist, daß 
p 


(a+b"= a’ +b’, (ab =a’b + ab’ 
gilt, so heißt die Abbildung a — a’ eine Differentiation von Rin R*. Im Falle R*= R 
sprechen wir von einer Differentiation in R; diese ist also logisch zu unterscheiden von 
einer Differentiation von A, bei der die Ableitungen a’ in einem Oberring.von R liegen 


können. — Bei.der Schreibweise a’ = = ‚ die für unsere Zwecke bequem ist, muß 3, 


einfach als ein Operator angesehen werden, der auf a angewandt wird; man soll nicht 
an die Differentiation nach einem Element p denken (das wäre nur ein Sonderfall). 

Der Vollständigkeit wegen skizzieren wir die Beweise für drei längst bekannte 
Hilfssätze. 

Hilfssatz 1. Ist Q der (kommutative) Quotientenkörper eines Ringes R und R* ein 


kommutativer Oberring von Q, so läßt sich jede Differentiation = von R in R* zu einer 


d s 
eindeutig bestimmten Differentiation von Q in R* fortsetzen, die wir wieder mü dp bezeichnen. 


Insbesondere läßt sich jede Differentiation in R zu einer Differentiation in Q fort- 
setzen, die als die Differentiation von Q eindeutig bestimmt ist. 


zin (a, din R) setzen wir 
HF 
> Atelier „RE 


Beweis. Für 


It ?=°, so ist 


eh Mer N „Ze. 
bd (ba)? b® 
und ebenso ( )- (3) ‚wegen ad = bc also (5) - (5). Ebenso bestätigt man unmittelbar 


59 - +6 
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(a) War. 


Es gibt also eine Fortsetzung. Diese ist eindeutig bestimmt, . weil sich der Wert von 
) aus 
a’ -(3 ) b #7 ui 7 


eındeutig ergibt. 
Hilfssatz 2. /st R[x] der Polynomring über dem kommutativen Ring R mit Eins- 


element und % eine Differentiation von R in dem kommutativen Oberring R*, der o. B.d. A. 
p 
auch Oberring von R[%] sein soll, und x’ ein Element von R*, so gibt es eine und nur eine 


9 
Fortsetzung von ‘ zu einer Differentiation 5 von R[x] in R*, bei der 


op 


Insbesondere gibt es eine und nur eine Fortsetzung einer Differentiation 7, in Rzu . 
p 


' ER u ö ' r 
einer Differentiation 55 von R{x], bei der x’ = 0 ist; diese bezeichnen wır mit 
p 


„0 
op 
(weil sie noch von x abhängt). Diese ist von selbst eine Differentiation in R[x]. Sie ist 
also durch die Eigenschaften 
= fürain, - 
als Differentiation von R[x] bestimmt. 
Ferner gibt es zu der Nulldifferentiation von R (a’ = 0 für alle a in R) eine Fort- 


setzung auf R[x], bei der x’ = 1 ist; diese bezeichnet man mit z Es ist 2 also eine Diffe- 


rentiation in R[x], die durch 
da - f dx _ 
Aland (ain R),: ae 
als Differentiation von R|x] eindeutig bestimmt ist. 


Beweis. Für f -2 a,x’ (a, aus R) setzen wir 
” =2 ( + 2,212) N 
wo natürlich für » = 0 der zweite Summand wegfällt. Man bestätigt elementar 
+) _ 9, 9. le) _ =. 
ee Baal Ja Tu Aa 7 
Dies ist also eine garage mit den verlangten ee Sie ist eindeutig be- 


stimmt, weil sich 7 = nach den Differentiationsregeln eindeutig berechnet. 


Nach der BER Formel kann man übrigens 2 durch die beiden in der 
Yad 





. 
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Formulierung des Hilfssatzes hervorgehobenen Sonderfälle ausdrücken (wenn u eine 
Differentiation in R war): 
Zusatz. Es ist 


Hilfssatz 3. R sei ein Körper, K ein separabler Oberkörper endlichen Grades von R 


und R* ein kommutativer Oberring von K. Dann läßt sich jede Differentiation " von R 
in R* zu einer eindeutig bestimmten Differentiation von K in R* fortsetzen, die wir wieder mit 
5 bezeichnen. 

Insbesondere läßt sich jede Differentiation in R zu einer und nar einer Differentiation 
von K fortsetzen, und diese ist von selbst eine Differentiation in K. 

Beweis. Weil K/R endlich und separabel ist, gibt es ein 9 in X und ein irredu- 
zibles Polynom f(x) im Polynomring R[z] mit 

K=R(), K)=0, f()+0, K=Rlayfle). 
Wir setzen nach Hilfssatz 2 die Differentiation z von R in R*[z] zu einer Ditferen- 
* * 

tiation Mi von R*[z] fort, bei der = = x ein sogleich näher zu bestimmendes Element 
von R*[z] ist. Nach dem Zusatz zu Hilfssatz 2 ist 


0* PL) 174 
Aion 


Wegen f’(#) #0 ist f’(z) #0 (mod f(z)), und wir können x’ in R*[z] so wählen, daß 





fa) _ 
5 Zee 0 (mod f(x)) 
wird. Dann ist für jedes g aus A[x] auch 
u =0 (mod f). 
Aus a=b (mod f) folgt also N = 77 ® (mod f): der Operator :: überträgt sich auf die 


Restklassen mod f(x) und ergibt eine Differentiation 5 von R[z]/f{x2)=K, die eine 


Fortsetzung der Differentiation 3 von R ist. Damit ist die Existenz bewiesen. Die 
Eindeutigkeit folgt so: Aus 


0a + zero) 


und f’(®) =+ 0 berechnet sich ” eindeutig; aber jedes x aus X hat die Form 


und hieraus folgt, daß 


eindeutig bestimmt ist. 
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1. 

Von jetzt an sei k ein vollkommener Körper, in dem eine Differentiation 5 gegeben 
ist, und X ein algebraischer Funktionenkörper einer Veränderlichen über dem Kon- 
stantenkörper k. Ist x ein separierendes Element von K, so entsteht X aus k folgender- 
maßen: k[x] ist der Polynomring über k, k(x) sein Quotientenkörper und K/k(z) endlich 
und separabel. Auf diesen Aufbau von K wenden wir nacheinander Hilfssatz 2, Hilfssatz 1 
und Hilfssatz 3 an und erhalten: 


Es gibt eine und nur eine Differentiation Di von K mit 


op 
(1) 


Diese ist eine Differentiation in K. 

Der Index links unten am d, der angibt, welches separierende Element von X die 
Ableitung 0 erhalten soll, ist jetzt, wo wir in X alle separierenden Elemente x als gleich- 
berechtigt ansehen, unentbehrlich. — Beim Beweis der eindeutigen Bestimmtheit von 


: ist es wesentlich, daß wir in Hilfssatz 1 bis 3 immer eindeutige Bestimmtheit als 


Differentiation von Q bzw. R[x] bzw. K bewiesen haben. 
Genau so folgt aus Hilfssatz 2, 1 und 3: 


Es gibt eine und nur eine Differentiation z von K mit 


(2) 2-0 (ünh, Fe. 

Diese ist eine Differentiation in K. 
Wir stellen jetzt Zusammenhänge zwischen diesen Differentiationen auf. 
Sind x und y separierende Elemente von K, so ist 


also für alle z aus K 


(3) 
Beweis. Es ist 


D= co 


dx) dx 
eine Differentiation in X mit den Eigenschaften 


Da=0(aink), Dy=1. 
Diese sind aber für die Differentiation 5 charakteristisch. Folglich ist 
ar) U „6 
FAR Au det” 
d_dyd 
dz dzdy' 

Auf Grund dieser Formel können wir in K Differentiale einführen. Für jede ganz- 
rationale Zahl m bilden wir bei zunächst festem separierenden Element x von Ä einen 
K-Modul aller „Differentiale m-ter Dimension“ vom Rang 1 mit dem Basiselement dx” 
Ein Differential m-ter Dimension ist also ein Ausdruck adz"(ausK), und man kann diese 
Ausdrücke addieren, subtrahieren und mit Elementen von K multiplizieren. Beim 
Übergang zu einem anderen separierenden Element y von K setzen wir fest: 


oder 
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Es sei adx" = bdy” dann und nur dann, wenn a=b (gP)" ist. 


Denn aus (3) und (2) folgt, daß ni + 0 ist und daß unsere Gleichheitsdefinition 
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. (Symmetrisch, weil aus (2) und (3) 
dy da ie 
de y 
folgt.) — Für m = 0 setzen wir natürlich dx® = 1, die Differentiale 0-ter Dimension 
sind also die Elemente von X. In den Fällen m = 1,2, — 1 spricht man von gewöhn- 
lichen, quadratischen, reziproken Differentialen. — Schließlich multiplizieren wir Dimen- 
sionsdifferentiale nach der Formel 
adır - bdz* = abdı"+* 
Das steht mit der Festsetzung adx’ = a nicht in Widerspruch und ist invariant beim 
Übergang’ zu einem anderen separierenden Element y. 
Für beliebige z aus K und positives m setzen wir schließlich in Übereinstimmung 
mit allen bisherigen Festsetzungen 
dm = (5) dar. 
dx. 
Nun leiten wir eine Formel ab, die einen Zusammenhang zwischen den verschiedenen 


in K erklärten Differentiationen x herstellt und einer einfachen Regel für partielle 


Differentiation. aus der Analysis entspricht. 
Sind x und y separierende Elemente og K, so ist 
„0 =0Y d 
0 54 Opdy' 
Beweis. Es ist 
np? _vd 
dp Apdy 
eine Differentiation in ÄX mit den Eigenschaften 


da ,_. 
Denen K),Dy=0. 


Diese sind aber für die Differentiation z charakteristisch. Folglich ist 


oder 


* 


w. z.b. w. 
Wir wenden diese Formel auf ein separierendes Element z von K an: 
„02 _ 02 _ .0y da 
op % op dy 
und multiplizieren mit dem reziproken Differential dz-!: 


„02 _ 02 Fr 
Ed 2! % da! + = dy- 


wegen ® ar-ı = dy-‘). Führen wir für irgend zwei separierende Elemente x, y von K 
dy y Tge pP 


die Abkürzung 
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2 ER [y; =] 
ein, so lautet unser Ergebnis 
(4) [5,2] = [2,9] +®y,2]. 
Das ist die erste Eichlersche Formel. Setzt man in ihr 2=y=z, so erhält man 
[z, 2] = 0 
das ist aber nach (1) klar. Setzt man dagegen nur x = z, so erhält man 
(5) : [z, yl=— [y, ], 
eine Formel, die wir bald auf anderem Wege bestätigen werden. Übrigens folgt aus (4) 
auch 
[t, «] oa [t, 2] + [2, y] un [y, ] 
usw. Der wesentliche Inhalt der ersten Eichlerschen Formel ist, daß sich das reziproke 
Differential [y, x] wie eine Differenz g(y) — p(z) verhält; vgl. (14). 
Wir geben noch an, wie man [y, x] berechnen kann. F(z, y) = sei die über k 
irreduzible Gleichung zwischen den separierenden Elementen x und y. Ferner seien F, 
und F, die gewöhnlichen partiellen Ableitungen, die beide nicht Null sind; F, entstehe 


aus F, indem man alle Koeffizienten a, von F durch B ersetzt. Wendet man die 


Differentiation 2 auf die Gleichung F(z, y) = 0 an, so erhält man 


also 


(6) 


Von der rechten Seite dieser Gleichung für den Fall, daß x eine verallgemeinerte Orts- 
uniformisierende ist, bin ich in der vorhergehenden Arbeit!) ausgegangen. 
Ebenso wie (6) ist 


(7) [z, y] u. Federn. 


Durch Anwenden von z auf F(x, y) = 0 erhält man aber F,+F, 2 = (0) oder 


das setzen wir in (7) ein: 


Vergleich mit (6) ergibt wieder (5). 


Man kann ohne weiteres von y zu : übergehen, denn es ist r y) =() und darum 
nach (4) 


4]-+ma-mel 


II. 
p sei eine Primstelle von X. Wir setzen als bekannt voraus: zu p gehört eine Be- 
wertung von K. Schließt man K hinsichtlich dieser Bewertung ab, so entsteht der p- 
adische Oberkörper K,. Es sei k der Körper aller in bezug auf k algebraischen Elemente 
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von K,. Dann ist kP ein endlicher (und separabler) Oberkörper des vollkommenen Kon- 
stantenkörpers k. Sei ein in X liegendes Primelement von p. Dann haben die Elemente 
von K, die eindeutige Potenzreihendarstellung 

(8) a= 3 ar (a, in b). 

Die Differentiation 2 in k setzt sich nach Hilfssatz 3 zu einer eindeutig bestimmten 
Differentiation in kP fort, die wir wieder mit > bezeichnen. Wir führen jetzt die folgende 
Differentiation D in X, ein: hat ein Element « von K die Potenzreihendarstellung (8), 
so sei 


(9) 


Man bestätigt leicht, daß das wirklich eine Differentiation in X, ist. 
Wendet man dieses D nur auf die Elemente von X an, so hat man eine Differentiation 
von Kin K, mit 


da i 
ee (ain K, Da=(0. 


n lag aber in K. Also hat D die Eigenschaften, die für die Differentiation x von K 
charakteristisch sind: 


"0. 
.-Z in K. 


durch seine Eigenschaften als Differentiation von Ä (nicht 


Wir haben benutzt, daß 5 


nur als Differentiation in Ä) eindeutig bestimmt ist. Ebenso sieht man 
da © ; 
— zu v-1 : 
zu” 2. van (« in K) 
& ist dann und nur dann für p ganz, wenn es eine Darstellung 


& -Z a,n”’ (a, aus AP) 


hat. Dann ist aber nach (9) auch Da ganz. Wir sehen: 
Ist n in K ein Primelement an der Stelle p (also von selbst ein separierendes Element), 


so ist mit x stets auch - für p ganz. 


0x 
On 

Ein Differential m-ter Dimension adx" heißt für p ganz, wenn a 2)” für ein Prim- 
element x an der Stelle p ganz ist (unabhängig von der Wahl des separierenden Elements x 
und des Primelements x. Wir bezeichnen ein Differential m-ter Dimension adx” kurz 
mit d£” oder ähnlich, obwohl es im allgemeinen nicht die m-te Potenz des Differentials 
'eines & aus X sein wird. Wir nennen hier zwei reziproke Differentiale d£-!, dn= kurz 
kongruent an der Primstelle p: 


Ebenso ist mit x auch — für p ganz. 


d-!=dr!inp, 
wenn d&-! — dj" für p ganz ist. Eine (additive) Restklasse von reziproken Differentialen 
mod den für p ganzen reziproken Differentialen nennen wir einen Hauptteil. d&£-! und 
dr! sind also kongruent, wenn sie denselben Hauptteil haben. 
Unter einer verallgemeinerten Ortsuniformisierenden für p verstehen wir ein Element 
@» von K mit einer p-adischen Entwicklung 
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17) = Zaun’ (a, in #), #0. 
o und dw-! sollen also für p ganz sein. Dann ist, wie oben bewiesen wurde, auch = = 
für p ganz. Folglich ist auch 

(10) keine = dert = 0inp. 

Sind ® und »’ zwei verallgemeinerte Ortsuniformisierende für p, so ist nach (4) 
und (10) ? 

- [o, ©] = [w, rn] — [w’, 2] = 0 in p. 

Ist x ein beliebiges separierendes Element von Ä, so ist für zwei verallgemeinerte 

Ortsuniformierende w, w’ . 

[2, 0] = [2, 0] + [e, @] = [z, @] in p. 
Der Hauptteil von [x, ®] hängt also nicht von w, sondern nur von x ab; wir bezeichnen 
ihn kurz mit dn"(z). Nach (6) ist dies genau der in der vorangehenden Arbeit einge- 
führte Hauptteil. Es sei daran erinnert, daß man für w z. B. jedes Primelement x von p 
nehmen kann. 

Wenn jeder Primstelle p von K ein Hauptteil zugeordnet ist, aber nur endlich viele 
von Null verschieden sind, dann sprechen wir von einem Hauptteilsystem. Ein sepa- 
rierendes Element x von K ist nun für alle p außer endlich vielen eine verallgemeinerte 
Ortsuniformisierende; ordnet man ihm also für jedes p den Hauptteil dy7!(z) von [z, »] 
zu (w verallgemeinerte Ortsuniformisierende für p), so ist das ein Hauptteilsystem, das 
wir wieder mit dyj"“(z) bezeichnen. 

Jedes reziproke. Differential d£-! hat ein Hauptteilsystem: man nimmt einfach an 
jeder Primstelle p den Hauptteil von d&-!. Zwei Hauptteilsysteme sollen zu derselben 
Klasse gehören, wenn ihre Differenz gleich dem Hauptteilsystem eines passenden rezi- 
proken Differentials d&-! von K ist. So entstehen die Hauptteilsystemklassen. 

x und y seien zwei separierende Elemente von X und » eine verallgemeinerte 
Ortsuniformisierende an der Primstelle p. Dann ist nach der ersten Eichlerschen Formel (4) 
[y, 0] = y, 2] + I, o], 

also, wenn wir nur auf d# Hauptteile achten, 

(11) dry .y) = [y, 2] + dır'(@). 

Das ist die zweite Eichlersche Formel. Sie zeigt, daß die Differenz der beiden Hauptiteil- 
systeme dy!{y) und dy-"(x) gleich dem Hauptteilsystem des reziproken Differentials 
[y, x] ist. dn=*(z) und dn7!(y) liegen somit in derselben Hauptteilsystemklasse: 

Die Hauptteilsystemklasse von dny""(x) hängt also nicht von x ab, sondern nur von K/k 


und der vorgegebenen Differentiation 5, in k. 


Das ist die erste Vermutung meiner vorangehenden Arbeit!). Die zweite und dritte 
Vermutung besagen ungefähr, daß diese Hauptteilsystemklasse dann und nur dann 


_ verschwindet, wenn 2 auf alle algebraische Birationalinvarianten von Ä/k angewandt, 
Null ergibt. 





Eingegangen 22. August 1942, 


Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. 





Über einen Eindeutigkeitssatz für gewisse 
Funktionalgleichungen. 


‚Von Otto Haupt in Erlangen. 


1. Einleitung. 


1. 1. In einer kürzlich erschienenen Note!) hat Herr G. van der Lyn gezeigt: 
Die Lösungen f(x), 9(y) der Funktionalgleichung 


(1.1.) Kz+y)+M&— y) = 2fla)y(y) 
können, auch bei komplexen, endlichen x und y, nur sein: Entweder f(x) überall Null 
und go(y)beliebig oder f(x) = c,exp(ax) + csexp(— ax) und p(y) = cosh(ay), wo c,, C,, a 
willkürliche, auch komplexe, Konstanten sind, sofern man folgende Zusatzforderung 
stellt: Es sollen f(x) und. 9(y) der Baireschen Bedingung genügen, d.h. auf einer 
Residualmenge?) eigentlich stetig sein?). 

Der Beweis wird von Herrn van der Lyn in zwei Schritten geführt: Beim ersten 
Beweisschritt wird die Stetigkeit von f(x) und @(y) in E nachgewiesen, wobei E die Ebene 
aller endlichen, komplexen Zahlen bedeutet. Beim zweiten Beweisschritt wird mit Hilfe 
des Moreraschen Satzes und unter Ausnutzung von 9(y) = p(— y) gezeigt, daß f(x) 
analytisch sein muß, woraus alles übrige folgt. 

Die nachstehenden Bemerkungen beziehen sich ausschließlich auf den ersten 
Beweisschritt, während Bemerkungen zum zweiten einer späteren Gelegenheit vorbe- 
halten bleiben sollen. 

1. 2. Die in Nr.1. 1 angegebene Zusatzbedingung erscheint besonders bemerkens- 
wert dadurch, daß sie, worauf auch Herr van der, Lyn hinweist, topologischer Natur, 
also nicht metrisch*) ist. Betrachtet man unter diesem Gesichtspunkt den (hierfür allein 
in Betracht kommenden) ersten Beweisschritt etwas näher, so zeigt sich : Für sein End- 
ergebnis wird lediglich der Begriff des Limes von Elementfolgen aus dem Definitions- 
und aus dem Wertbereich der betrachfeten Funktionen benötigt. Man gelangt so (vgl. 
Nr. 2.3 und 2. 4) zu einer Eindeutigkeits- und Stetigkeitsaussage für eine ziemlich aus- 
gedehnte Klasse von Funktionalgleichungen T, welche folgendes besagt: Jede Funktion ®, 


ı) G. van der Lyn, Sur l’&quation fonetionnelle f(x + y) + f(«e— y) = 2f(z) p(y), Mathematica (Cluj) 
16 (1939), 91-96. . 

2) Unter einer Residualmenge (im üblichen Sinne) wird verstanden das Komplement einer Menge erster 
Kategorie, d.h. einer Summe abzählbar vieler nirgends dichter Mengen. 

°) „eigentlich st.tig‘‘ soll.besagen: endlich und stetig. — Im Falle der Funktionalgleichung (1. 1) würde 
es genügen, unter Beibehaltung der Forderungen an f(x), von 9(y) nur die Endlichkeit auf einer Residualmenge 
zu fordern (falls f(z) nicht überall Null ist); vgl. a. a. O.'), Nr. 1, S. 92, oder oben im Text Nr. 8, 2, 

#) Vgl. A. Denjoy, Topological and metrical points of view in the theory of sets and funetions of real 
variables, Duke math. Jourr. 5 (1939), 806-813. 
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welche auf einer Residualmenge) R (im weiteren Sinne®)) erklärt ist, welche ferner auf 
R der Funktionalgleichung T genügt, kann auf höchstens eime Weise zu einer für den 
ganzen Definitionsbereich ® von T erklärten Lösung ®* von T erweitert werden. Ist 
überdies ® stetig auf R, so ist die (erweiterte) Lösung ®* (soweit sie existiert) notwendig 
überall in ihrem Definitionsbereich stetig. Dabei genügt es, daß alle auftretenden Defi- 
nitions- und Wertebereiche lediglich als Limesräume®) vorausgesetzt werden. 

Zu den Funktionalgleichungen, für welche die vorstehende Eindeutigkeits- und 
Stetigkeitsaussage Geltung besitzt, gehören, neben (1.1), z.B. auch gewöhnliche und 
partielle Differenzengleichungen. Wir machen (Nr. 3. 1ff.) nur eine Anwendung auf 
eine Verallgemeinerung (3. 1) bzw. (3.2) von (1.1). 

Für einen Spezialfall von (3.2) wurde von uns früher?) ein Eindeutigkeitssatz 
angegeben unter Zugrundelegung der Zusatzforderung, daß die Lösung der Funktional- 
gleichung Ableitung einer stetigen Funktion sei (und mithin der Baireschen Bedingung®) 
genüge); unser früheres Ergebnis folgt somit als Spezialfall aus dem van der Lynschen 
bzw. aus dem nachstehend für (3. 2) gewonnenen. 

Der Beweis unserer allgemeinen Eindeutigkeits- und Stetigkeitsaussage ist, wie 
eingangs dieser Nummer bereits angedeutet, aus dem van der Lynschen durch Heraus- 
schälen der wesentlichen Überlegungen hervorgegangen und erscheint im Gedanken- 
gang etwas einfacher als dieser (nur auf (1. 4) sich beziehende) Beweis. 


2. Formulierung und Beweis des Satzes. 


2. 1. Bezüglich der weiterhin gebrauchten Bezeichnungen sei folgendes verab- 
redet: Es sei £ ein (nichtleerer) Limesraum. Eine Menge M< % heißt?) dann dicht zu 
der Menge O< 2 bzw., wenn®<&, dicht in der Menge Q, wenn jeder Punkt von Q 


Limespunkt einer (geeignet gewählten) Punktfolge aus M ist. Ein System 3 von Teil- 
mengen 7 aus 2 heiße ein System von Residualmengen 7 (im weiteren Sinne), kurz 
ein R-System in 2, wenn a) das System 3 ein ö-System ist, d. h. wenn der Durchschnitt 
abzählbar vieler 1°) (Residual-)Mengen T e3 wieder eine (Residual-)Menge aus3ist, und wenn 
b) jede (Residual-)Menge T e3 dicht ist in 2; insbesondere darf also eine Residualmenge T 
nicht leer sein. Eine eindeutige (Abbildung) Funktion z= f(x) mit ze®, ze®, 
nämlich mit dem Limesraum ® als (Urbild-)Definitionsbereich und dem Limesraum 
als (Bild-)Wertebereich, heißt stetig im Punkte x, = lim z,, wenn f(z,) = lim f(z,); dabei 
ist die Existenz der auftretenden Limites vorausgesetzt. Ist ®’ Teilmenge von ® und 
WW <W ihr Bild bei z= f(x), so schreiben wir ®’ = f{®’'). Die (Umkehrabbildung) 
Umkehrfunktion (kurz: Umkehrung) von z = f(x) werde mit x = /-"(z) bezeichnet. Es 
heißt f(x) topologisch, wenn sowohl f(x) als f-*(z) beide eindeutig und stetig sind. Es 
sei d bzw. w ein R-System in ® bzw. in ®W, ferner sei D’ed und W’ew. Weiter sei z=f(z) 


5) Vgl. die Definition weiter unten im Text (Nr.2.1). 

®) Vgl. z. B. die Definition in: Enzykl. d. msth. Wiss. III, 1. 2, S.152 (kursiv). Es soll also für jede Folge 
{P,} von Punkten P, des Raumes feststehen, ob sie einen (eindeutig bestimmten) Limes P,= lim P, besitzt 
oder nieht. Ferner soll aus P, = lim P, folgen, daß jede Teilfolge {P,} von {P,} den gleichen Limes P, besitzt. 
Schließlich soll sein lim P},= P, wenn P, = P für alle ». 

?) Haupt, Zur Theorie der Exponentialfunktion und der Kreisfunktionen, Sitz.-Ber. d. physikal.-med. 
Sozietät Erlangen 60 (1928), 3.156160. Vgl. auch Haupt-Aumann, Differential- und Integralrechnung 2, 
Berlin 1988, S. 66—57. 

®) Es ist nämlich die Ableitung einer 'stetigen Funktion von (höchstens) erster Bairescher Klasse (vgl. 
z. B. Enzyk). math. Wiss. II, 8, 2, $. 1090), daher stetig bis auf eine Menge erster Kategoriv (vgl. z. B. 
H. Hahn, Reelle Funktionen, 1. Teil, Leipzig 1932, Nr. 35. 5, 2 und S. 208 sowie $. 130). 

®) Für das Folgende vgl. a. a. 0. *), S. 158ff. 

») „abzählbar viele“ soll besagen: Endlich viele (evtl. auch keine) oder abzählbar unendlich viele, 

8 
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topologisch und ®’ = f(®’). Wir sagen, es werde das R-System d in ®’ bei f(x) auf das 
R-System mw in ®’ abgebildet, kürzer: es werden d und w in ®’,®’ bei f(x) aufein- 
ander abgebildet oder sie entsprechen einander, wenn bei z=ff{x) die in ®’ 
enthaltenen Mengen aus d den in @’ enthaltenen Mengen aus mw ein-eindeutig entsprechen. 
Entsprechen d und mw einander in ®D’ed, Wem, so auch in D’ed, W”’ew, wenn 
D’<D,W'<W und W’ = f(D”). 

It ®ß= x 8X --- Produktraum von abzählbar vielen Limesräumen 
%&,v=1,2,..., so erklären wir in ® den Limesbegriff folgendermaßen: Ist 
pP. = (pP, p®,...) mit p® eR,, also p,e®, oe = 0,1,2,..., so gelte p, = lim p,, wenn 
pg’ = lim p®. Damit ist dann auch der Begriff der Stetigkeit einer Funktion 
F(p) = F(2,,2,...) mit z,e 2, festgelegt, wobei F(p) ebenfalls Punkt eines Produkt- 
raumes der in Rede stehenden Art sein kann. 

2. 2. Der später (Nr.2.3) zu führende Beweis beruht wesentlich auf folgender; 
fast selbstverständlicher 

Bemerkung. Voraussetzung. 1. Es seien ® bzw. W"’ Limesräume, ferner d bzw. iv, 
je ein R-System in Dbzw. W) (»=1,2,...). — 2. Es seien z, = h,(z) mit zeD,, z,e®, 
(abzählbar viele) topologische Abbildungen, wobei ®,ed und ®,—=h,(D,)ew,(»=1,2,...). — 
3. Bei z, = h,(z) sollen d und w, in ®,, ®, aufeinander abgebildet werden (v = 1,2,...). 

Behauptung. Zu beliebig gegebenen‘ Mengen Bed und Wem, exisuert ein 
DV d so, daß DI < DD, und h(D9) < WW, gleichzeitig für alle v=1,2,... 
Es entsprechen dann auch d in DO und w, in h(®”) einander. 

Beweis. Es gehört ®O) — WW, zu iw,. Wegen Voraussetzung 3. gehört also 
D, = h,(W8,9) zu d, wobei ©) < ®, wegen ®) < W, (vgl. Voraussetzung 2). Folglich 
gehört D9 — DNDID;...zud. Und wegen DO < ©) ist h,(DP) < WNW,, w. z. b. w. 

2. 3. Wir betrachten jetzt die Funktionalgleichung 

(2.3) ®f(go(z, y)) = Fix, y, Olgılz, Y)), Olgslz, Y)), - - - , Mgulz, Y)) -- - ), 
in welcher abzählbar unendlich viele g,(z, y) auftreten können. Die x, y bzw. die Funk- 
tionswerte w, = g,(z,y) und „= ®l(w,),x=1,2,..., sollen Punkte je eines Limes- 
raumes ® bzw ®W bzw. U sein. In ® bzw. ® sei je ein R-System d bzw. mw erklärt. 

Gegeben seien die Funktionen F(z, y, u,Uuy,...,Un...) und g(2,y),x = 0,1,... 
(vgl. die nachstehenden Voraussetzungen 1. bis 4.). Gesucht wird ®(w). Esgilt nun der 


Satz. Voraussetzung. 4. In (2.3) sei F(z,y,u,,...) eindeutig und stetig in 
D’ X DIXUXUX ---, wobei D:ed, Dved. 

2. Es sei 82,9), «=0,1,..., erklärt, eindeutig und stetig in DZx D!, wobei 
D:< D’, DU< DV, wobei ferner Died, DYe d und wobei g,(D#, DY) <W. 

3. Bei beliebig aus % gewähltem und dann festgehaltenem w, soll durch 
W = Sulz, y) eine topologische Abbildung y = k,(z; w,) definiert werden, bei welcher 
eine gewisse (von x unabhängige Residual-)Menge Df(w,) ed auf eine (Residual-)Menge 
Dy(w,) ed abgebildet wird und bei welcher überdies d in D5(w,) und d in DZ(w,) einander 
entsprechen. Hierbei sei D5(w,) < DZ und DYlw,) < DY. 

3a. Ferner soll k,(x; w,) als Funktion von w, stetig sein in ®. 

4. Durch die Funktion g,(2; k(x; w)) = k,(2;w),e=1,2,..., soll eine topo- 
logische Abbildung einer gewissen (von x unabhängigen Residual-)Menge D5(w,)ed auf eine 
(Residual-)Menge ®,(w,) etv vermittelt werden, wobei Diw)< DD, und Dw,)< D}; 
bei dieser Abbildung sollen d in D5(w,) und mw in W,(w,) einander entsprechen. 


") Die Annahme DE< D*, DY< DV bzw. (vgl. Voraussetzung 3. und 4.) Dz(w)< DD, Dylw,) < Df 
könute, wie der Beweis zeigt, o. B. d, A. weggelassen werden. Vgl. dazu Fußnote :2), 
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Behauptung. 1. Es sei ®(w) eine Funktion, welche in einer Menge ®, etw als Defi- 
nitionsbereich eindeutig erkläri ist und wobei &(W,)< U. Für alle zeD*, ye®Dv, für welche 
gr. Y) Ee Wo, = 0,1,..., soll®(w) der Funktionalgleichung (2.3) genügen (solche x, y 
existieren). Dann ist ®(w) auf höchstens eine Weise zu einer, überall in ® eindeutig defi- 
nierten Lösung ®*(w) von (2.3) erweiterbar. 

2. Ist ©(w) stetig auf ®,, so ist diese Erweiterung ®*(w) (falls ®* existiert) auch 
stelig auf ®. 

Beweis. Im wesentlichen durch Anwendung von Nr. 2.2. Der besseren Übersicht 
wegen zerlegen wir diese Anwendung in zwei Schritte. 

I. Es ist ®(w) höchstens auf eine Weise zu einer in ® (eindeutig) erklärten Lösung 
von (2.3) erweiterbar. 

Es sei nämlich w,e beliebig gewählt. Es genügt, die Existenz solcher x, y nach- 
zuweisen, daß g,(2, y) = w,, ferner daß für diese x, y alle g.(z, y), x = 0,1,..., erklärt 
sind und daß g,(z, y) e®,, eo = 1,2, - ‚ist. Zwecks Anwendung von Nr. 2. 2 setzen wir: 
„=hle)=2, 23=hle)=yhlz;w), = Aka) =ka;), #23; ferner 
D, = Dolw), D, = Dolw), D,= DI (w), >23, und 8, = Dolw), W, = Dylw), 
B, = B,-(w), v > 3; rag u} 

DD — Didi. IRN-D,WN-D -D...,W = Br 3; 
dabei ist ame, Se Be, Wr) em für v > 3. Zufolge Nr. 2. 2 gibt es dann 
ein D'9 € d so, daß für ze D9 auch x e DD, und h,(2) eWW,, t=1,2,... Insbesondere ist 
also y = kulz; 0) EWR, < DY; ferner liegen x (bzw. y) bzw. g,(z, y), e=1,2,..., je 
in D5 (bzw. in DZ) bzw. in W,. Weil aber ®(w) für w eW, erklärt und weil dabei ®(w)ell 
ist, so liegt (x, y, O(g,(z, y)), O(g.(z, y)),-..) unter der Nebenbedingung w, = g(X, Y) 
auch für alle xe®® im Definitionsbereich von F(z, y,u,u,,...), und es ist somit (wenn 
überhaupt) ®(w,) eindeutig erklärt gemäß (2. 3) durch 

O(w) = Fix, k(z; Wo), O(k,(2;w,)), Olkylz; wo), - - - )- 

II. Die zufolge I. eindeutige Erweiterung von ®(w) zu einer in ® definierten 
Lösung ®*(w) von (2. 3) ist stetig in ®, falls ®(w\ ursprünglich stetig ist in W, (und falls 
©*(w) überhaupt existiert). 

Es sei nämlich w, = limw,, wobei im übrigen w, und w, beliebig in ® gewählt seien. 
Zu zeigen ist, daß dann ®*(w,) = lim ®*(w,). 

A. Zwecks Anwendung von Nr. 2. 2 setzen wir (ganz entsprechend wie in Ziffer I) 
der Reihe nach h,,(z) = 2, h,s(z) = y = kulz; w,), Az) = k,-.(2; w,), v Z 3,0 = 0,1,2,..., 
ferner Di N Dolw,), Die ug Dolw,), DD. en D,-.(w,), ” >3, und B,1 a D5Ww,); DB. nn Dy(w,), 

= B_,(w), > a Ben 
an _ DD! - RN = DI, RN) = 1.» Wr >32. 

Zufolge Nr. 2. 2 Ka, es dann für jedes o = Fe 1, 2... iR nu ed mit DO < DD,» 
e=1,2,..., derart, daß für x e DM die x bzw. y = ku(z;w,) bzw. k,(2;w,), e=1,2,... 
sämtlich je in DYTW,)<DZ bzw. in WIDY(w,) < D% bzw. in W,(w,) < W liegen. 

B. Nunmehr setzen wir noch D®9 — DMDV...DM...ed und wählen x, BD" 
beliebig. Für y, = ku(2; w,), oe = 1, 2,..., gilt dann y,e DY(w,). Wegen Voraussetzung 3a. 
« existiert ferner % = lim y, mit 4, € DY(w,) <®D%. Schließlich hat man 


"?) Dieser Ansatz für D* und (*) umfaßt den Fall, daß die in Fußnote !) erwähnten Annahmen aus 
Voraussetzung 3 und 4 nicht erfüllt sind. Behält man dies, Annahmen bei, so kann man setzen D(*) = D,D,...D, 
und @)— ®,®,.... Würde ferner nicht D” < D” usw. (Voraussetzung 2) angenommen, so wäre in D*) 


bzw. in %(”) noch der Faktor D* bzw. D’ hinzuzunehmen. 
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8.20 Yo) = kl; w)e®füre=1,2,...;50=1,2,..., 
weil 2,8 Di(w,)DZ, y, e Dylw,)DY. Aus Voraussetzung 1. und 2. folgt somit, daß g,(2s, Yo) 
= limg, (20, Y,) und-schließlich F(z,, Yo, Ogı(z, Yo)), O(ga(2o, Yo))- --.) = iimOlw,) = Ol), 
w. 2.2. W.. ’ 

2. 4. Der in Nr. 2. 3 gegebene Eindeutigkeitssatz umfaßt auch den Fall von 
Systemen von mehreren, allgemein von abzählbar vielen, Funktionalgleichungen 

(2. 4) © lgu(z; Yy)) - F «x, Y, ®,lgı1l, Yy)), O,l8ı.(z, Yy)), ...; ©ylgsılz, Y)), 

Oulgalz, Y)),---5-- -), e=1,2,..., 
in ebensovielen, allgemein also in abzählbar vielen, Unbekannten ® (w), wobei die F,g, 
usw. entsprechenden Forderungen gemäß Nr. 2. 3 genügen sollen. 

2. 4.4. Speziell kann auch nur eine Gleichung der Form (2. 4) in mehreren Unbe- 
kannten. ® (w) gegeben sein, aber eine Gleichung, welche nach jeder der Unbekannten 
in der Gestalt (2. 4) auflösbar ist. Gelten dann für jede der Auflösungsgleichungen ent- 
sprechende Voraussetzungen wie für (2. 4), so ergibt sich ein Eindeutigkeitssatz gleich- 
zeitig für alle Unbekannten 2). Dieser Spezialfall liegt bei dem nachstehend besprochenen 
Beispiel (3. 1) vor, von welchem (1. 1) ihrerseits Spezialfall ist. 

3. Beispiel. 

3. 1. Es handelt sich um die Funktionalgleichung 


. 1) Zul )) = ER y), ran. 

Dabei seien die unabhängig Veränderlichen x, y bzw. die Werte der vorgegebenen 
Funktionen g,(z, %) Punkte eines Limesraumes ® bzw. %, während die Werte der unbe- 
kannten Funktionen ®, X,, Y, in einem Limesraum U liegen sollen, welcher ein Körper 
im Sinne der Algebra ist derart, daß die rationalen Funktionen stetig über U sind. 
Die c, sollen Elemente aus U und sämtlich von Null verschieden sein. (Beispiele solcher 
U sind der Körper der reellen oder der komplexen Zahlen.) 

Ferner werden die X,(z) sowohl als die Y,(y) linear unabhängig über U voraus- 
gesetzt. Dies bedeutet im folgenden Sinne keine Beschränkung der Allgemeinheit: Im 


Falle der linearen Abhängigkeit z. B. der X, wäre fürn > 2 etwa 
X) = Xıl2) ++ a.-1%,-1(2) 
für alle „e®, wobei a,,...,a, , Elemente aus U bedeuten; mithin wäre ’ 
Kl + RL) = Ka Ya) ++ Kal) Yu) 

mitY,(y)=Yy) +, Y,(y), »=1,...,n —1,so daß die Bestimmung der X,,.. . .,Y, sich 
auf die Bestimmung der X,(z),. . ., X,_,(2), Yy),. ‚“ FW) reduziert. Im Falle n=1 
ist lineare Abhängigkeit gleichbedeutend mit X,(2)= 0 für zeD oder Yı(y) = 0 für 
ye®D; dann wird also z.B. Y,(y) ganz beliebig und es wird für ® die Bedingung 
OMgılz, y)) ++ «,Olg,(z, y)) = 0 bleiben. Für diese letzte Gleichung gilt aber die 
Eindeutigkeits- und Stetigkeitsbehauptung von Nr. 2. 3, falls die c, nicht sämtlich Null 
sind und die g,(x, y) den entsprechenden Bedingungen genügen. 

Es seien mithin die X,(z),....., X,(z) sowie Yı(y),..., Y,(y) linear unabhängig: 
Dann läßt sich jedes der X,(z) und jedes der Y,(y) als lineare Verbindung (mit kon- 
stanten Koeffizienten) von Funktionen ©(g,(z, y,)) bzw. ©(g,(z,, y)) darstellen, wobei die 


») Falls für eine der Unbekannten, etwa für ®,, eine Auflösung der Form (8. 4) existiert derart, daß ©, 
rechterhand (in dieser Auflösungsformel) nicht mehr auftritt und falls diese rechte Seite geeigneten Stetigkeits- 
bedingungen genügt, ist ®, von selbst auf einer Residualmenge stetig, wenn dies für die übrigen ®, der Fall sein 
sollte. 
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y, bzw. x, passend gewählt sind (r=1,...,n)'4). Somit (vgl. Nr. 2. 4. 1) gilt dann bei ge- 
eigneten Annahmen über die g,(z, y) die Eindeutigkeits- und Stetigkeitsbehauptung von 
Nr. 2. 3 speziell für (#. 1). 

3. 2. Wir betrachten zum Schluß noch den nachstehenden Spezialfall von (3. 4): 


(3. 2) ZU) +.) = EX Yy), wc +0. 


Dabei sollen alle Konstanten, Veränderlichen und Funktionen als reell angenommen werden. 
Ferner seien f(x) und g(y) für alle reellen x bzw. y eindeutig erklärte, stetig differenzierbare 
Funktionen mit f’(z) #0, g’(y) #0 für alle x bzw. y. Schließlich soll g(y) jeden rellen Wert 
annehmen und die b, sollen Konstante sein, die sämtlich voneinander und von Null 
verschieden sind. Dann sind bezüglich der g,(z, 4) = f(x) + b,g(y) die in Nr.2. 3 ge- 
machten Voraussetzungen sämtlich erfüllt; als R-System sei etwa das System der Resi- 
dualmengen im gewöhnlichen Sinne zugrunde gelegt; demgemäß sei ® bzw. U die (x, y)- 
Ebene bzw. die reelle Zahlgerade. Es gilt also die Eindeutigkeits- und Stetigkeits- 
behauptung der Nr.2.3 bezüglich ®(w) sowohl als bezüglich aller X,(x) und Y,(y). 
Dabei sind die X,(z) und die Y,(y) von vornherein wieder als je linear unabhängig 
angenommen (vgl. Nr. 3.1). Die in Nr. 3. 1 angestellten Betrachtungen zeigen überdies, 
daß dann aus der Stetigkeit von ®(w) die Stetigkeit der X,(xz) und der Y,(y) in ihren 
Definitionsbereichen folgt. 

3.2.1. Wir behaupten weiter: 

Für jede Lösung ®(w), X,(z),..:, X,(2), Yıly),---, Y,(y) von (3.2) mit stetigen 
ou), Yıly),---, Wu(y) ist ®(w) in ihrem Definitionsbereich beliebig oft differenzierbar. 
Die X,(xz) bzw. Y,(y) seien dabei als für alle x bzw. für alle y erklärt sowie als unab- 
hängig angenommen; ferner soll f(x) jeden reellen Wert annehmen. Die Voraussetzungen 
von Nr. 3. 2. sind daneben beibehalten. 

Beweis. Da ®(w), Y,(y) und g’(y) stetig sind, ergibt sich durch Integration nach y 
aus (3. 2) 


8.2.1) Zo[EUe) + Bay) — Fa) + batu))] = Z XAa)Zuy) 


mit F(w) = F(w,) + 55" ou) du , wobei w = f(x) + b,g(y) und % = f(x) ist, 


Zu) = f Yulnda’(n)an, 


wobei y, gleich der, nach den Voraussetzungen über g(y) vorhandenen, (einzigen) Nullstelle 
von g(y) sein soll. F(w) ist stetig differenzierbar. Ferner sind die Z,(y) linear unab- 
hängig zufolge der linearen Unabhängigkeit ihrer Ableitungen, nämlich der Y,(y). Daher 
kann (3.2.1) nach den X,(x) aufgelöst, d.h. es kann jedes X,(x) dargestellt werden als 
lineare Verbindung mit konstanten Koeffizienten von Funktionen F(f(x) + b,g(y,)), für 
passende y„r=4,...,n. Somit ist jedes X,(z) stetig differenzierbar. (Übrigens ergibt 
sich gleiches für die Y,(y)). Setzt man jetzt y = %,, 30 geht (3. 2) über in 


(Ze) a) = EX) Ayo) 
woraus wegen f’(z) + 0 schließlich die stetige Differenzierbarkeit von ®(w) folgt. 


“4) Denn alsdann muß es z.B. Punkte z,,... ., 2, aus D geben, für welche die Determinante |X,(z,) | + 0 
ist. Andernfalls wis Sn — 1 der maximale Rang von || X,(z,) || für alle mögliche Punkte-n-tupel z,, . . „» Zu- 
Es würden dann allı Unterdeterminanten der Ordnung s + 1 für alle z,,..., 2, Null sein und die Entwicklung 
einer passenden derartigen Unterdeterminante z.B. nach X, (z,), . - » Xa+1(2,) würde eine lineare Beziehung 
zwischen den X, (2), . . .„ X„ (2) liefern, deren Koeffizienten nicht sämtlich Null sind. Vorausgesetzt werde dabei, 
daß D genügend viele verschiedene Punkte enthält. 
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Nunmehr kann man (3.2) z.B. nach x differenzieren und erhält dadurch eine 
Funktionalgleichung für ®’, X/(z): /(z), Y,(y), welche wieder die Form (3.2) besitzt. 
Ferner wird durch ®’, X’: /’, Y, eine stetige Lösung dieser Funktionalgleichung geliefert. 
Daher folgt aus den vorstehenden Schlüssen die stetige Differenzierbarkeit von ®’ und 
X’,:f. Man sieht, wie dieser Schluß sich wiederholen läßt. 

3.2.2. Sind f und g beide k-mal stetig differenzierbar, so sind X,(z) und Y,(y) 
ebenfalls k-mal stetig differenzierbar. Der Beweis ergibt sich durch Differentiation der 
nach X,(z) bzw. nach Y,(y) aufgelösten Gleichung (8. 2) (unter Beibehaltung der Vor. 
von Nr. 3. 2. 1.). 

Anmerkung. Für den speziellen Fall, daß f(x) = xz,qy)=y,r=1,b =1 ist, 
erhält man eine schon früher 5) betrachtete Funktionalgleichung. Für diese gilt also: 

Eine auf einer Residualmenge stetige Lösung ®(w), X,(x), Y,(y) ist (soweit sie 
überall existiert) überall stetig und beliebig oft differenzierbarl®). 


5) Vgl. C. Stephanos, Sur une catögorie d’&quations fonctionelles, Rend. Circolo mat. Palermo 18 (1904), 


Rn 
8 60-362 ; T. Levi-Civita, Sulle funzioni che ammettono una formula d’addizione deltipo (x + y)= < X,(z) Y;(y) 
Rend. Reale accad. Lincei, Cl. sci. fis., mat. e nat. 22, (1913), S. 181—183; P. Stäckel, Sulla equazione funzionale 
” 
Ia+y)= z X,(z)Y;(y), ebenda, S. 392—8393; Haupt, a. a. 0.?). 


ı*) Und zwar werden alle stetigen Lösungen und nur sie geliefert durch Lösungen von Systemen gewöhn- 
licher, linearer, homogener Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Vgl. Levi-Civita, a.a. 0. >); 
dort wird ® als regulär-analytisch im Definitionsbereich angenommen. 





Eingegangen 9. September 1942, 





Räumliche Mercatorkoordinaten. 


Von Gerhard Kowalewski in Prag. 


Der Übergang von rechtwinkligen cartesischen Koordinaten zu räumlichen Polar- 

koordinaten wird durch die Gleichungen 

r=rcosßcos4,y=rcosßsin/, 3=rsin ß 
vermittelt (8 die geographische Breite, A die Länge auf einer mit r um den Anfangspunkt 
beschriebenen Kugel). 

Um zu räumlichen Mercatorkoordinaten zu gelangen, braucht man nur statt der 
geographischen Breite $ die Mercatorbreite 8* einzuführen, die mit 8 durch die Be- 
ziehung 

; ı ß 

ß* = logtan (z E= 2) 
verknüpft ist, und, was sich aus Zweckmäßigkeitsgründen empfiehlt, statt r den rezi- 
proken Radiusvektor r*. Wir wollen ß*, A,r* die Mercatorkoordinaten des Punktes 


(t, 9, 3) nennen. Drückt man cos ß und sin ß oder sin F + e) und — cos (2 + e) durch 


tan (z + 2) aus, so wird 





d.h. 


Hyperbelfunktionen kennzeichnen wir durch große Anfangsbuchstaben. 
Der Übergang von den rechtwinkligen cartesischen Koordinaten eines Punktes zu 
seinen Mercatorkoordinaten vollzieht sich also mit Hilfe der Gleichungen 
() Eee 
A 2Cos x’ 2Cos x’ 2Cos x 
Wir haben hier ß*, A, r* durch x, y, z ersetzt. x ist also die Mercatorbreite, y die geo- 
graphische Länge des Punktes (r, y, 3) auf einer mit - um den Anfangspunkt beschrie- 


benen Kugel. 
Wenn man (1) als räumliche Transformation auffaßt, so ist diese schichtweise ken- 
form, wie aus der Beziehung 
dı? + dy? da? 
2 2 En Ge m» 
(2) dı + dy + dz 1% 2? Cos? z + z4 
Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 2. 
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hervorgeht. Der Schichtung x? + 9? + 3? = c* entspricht die Schichtung z ns 


beiden Lamöschen Differentialparameter 


tete 


lauten in Mercatorkoordinaten 


scm{la)’+ (2) =) weh re 


Um eine kleine Anwendung der Mercatorkoordinaten zu zeigen, wollen wir die 
Laplaceschen Kugelfunktionen auf diese Koordinaten transformieren. Die genannten 
Funktionen sind Formen in x, Y, 3, die der Laplaceschen Gleichung genügen. Ist H(r,Y,3) 
eine Form n-ten Grades, so kann man auf Grund von (1) schreiben: 

H(x, 9, 3) = (z2Cos x)" H(cos y, sin y, Sin x) = (zCos x)" h(z, y). 
H(cos y, sin y, Sin x) läßt sich auch auffassen als Form n-ten Crades in e”®, e”,.Sinz, ist 
also ein Ausdruck von folgender Art: 
Y.(Sin z)* + YılSin2)""+---+Y,„ 
wobei jedes Y, eine Form »v-ten Grades in e”*, e'V bedeutet. Wenn man für —1, —2.... 


die handlicheren Bezeichnungen 1’,2’,... benutät, so haben Y,, Y,, Ya, -.. folgende 
Gestalt: 


Co 
nd + Cqie®, 
+ + et” 
+ Ce + Ce’ + CuseV, 


“ Hiernach setzt sich h(z, y) aus 2n + 1 Bestandteilen von der Form H,e*’ zusammen 
(=—n,...,n), und es ist 


H, = 4,(Sin 2)""" + c,,(Sin Bi 
H, = cu(Sin x)" + c„(Sin 2"? + 
H, = tu(Sin z)""" + c.(Sin 2)? + 


H, 


n Cm: 
Soll H(z, y, 3) eine Laplacesche Kugelfunktion sein, so muß die Funktion (z Cos x)" h(x, y) 
die Differentialgleichung 
Cos? el + te er == () 
02%  Oy? 02° 
erfüllen. Bedient man sich der Abkürzung (Cös z)""h(z, y) = g(z, y), setzt also zunächst 
2="g in obige Gleichung ein, so ergibt sich 
0% n(n + +1 

(2) zu tan " Cost x 0. 

Hieraus folgt weiter mittels der Einsetzung g = (Cos x)" h 
8 3 

(4) | tan In Tanz +nth=0, 
Nun ist aber h eine Summe von Bestandteilen der Form H,e'v. Daher zerlegt sich die 
linke Seite von (4) in 2» + 1 Sumimanden von folgender Gestalt: 
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d®H, dH, 
= — 2n Tan x dr 


Wegen der linearen Unabhängigkeit der e”’ müssen die Summanden einzeln verschwinden, 
es muß also sein 


+ (n? — | eiv, 


d®H, 


(5) ey 2n Tan x en 


dx 
H, ist-ein Polynom in Sin x. Setzt man Sin x = w und bezeichnet die Ableitungen nach w 
durch Striche, so verwandelt sich (5) in 

(5) (4 + wN)H!’ + (1 — 2n)uwH! + (n? — ve) H, = 0. 
Diese Differentialgleichung hat die Fundamentallösungen 


+ (n? — »2)H, = 0. 





2? __n? 2__n? er — 
1+? a EL n?)(v»® —(n DM pr:.. 
2! 4! 
- und 
RR u BD — 
(v2 —(n 19 Bm 4L... 
Ist n — v gerade, so bricht die erste Reihe ab und liefert H,. Bei ungeradem n — v 
tut es die zweite Reihe. Man sieht, daß H, und H_, übereinstimmen. Auf einen kon- 
stanten Faktor kommt es hier nicht an. 
Das Ergebnis läßt sich jetzt in folgender Weise zusammenfassen: Wenn man setzt 
=H,=1, 


‘h=-H_.=u, 








Hz 
H 


H-.=Hn=1+ 


. (k—2) —n! . 
21 en 
(n Ize _ u 
n—aP—n , {mn — A —nı}in — Ar —(n — 2%) 
2| + 4! uf, 
5)? — (n — 1)2}{{n — 5)? — (n — 3)?} 
51 








H„3 =H_„=u+ 


HA,’ =H—=1 + | 














sm ur IR „fe ” 


so baut sich jede Laplacesche Kugelfunktion n-ten Grades in Mercatorschreibung linear 
auf aus.den 2n + 1 Grundfunktionen 
(6) H_„e-"iv HA_a_ ne! H,„_ıer-»iv H „er 
(zCosz)"’ (zCosz)r °’°""’ (zCosz)* ’ (zCosz)" 
w ist die Abkürzung für Sinz. 
In der Mitte der Reihe (6) steht die Legendresche Kugelfunktion 
(2 Cos z)""H,. 
Zwischen den 2n + 1 Grundfunktionen (6), welche die Basis aller Kugelfunktionen 
n-ten Grades bilden, besteht ein bekannter Zusammenhang, der hier bei der Mercator- 
schreibung eine besonders einfache Formulierung gestattet. Es gibt eine Operation, mit 
deren Hilfe man aus dem Anfangsglied 
(2 Cos z) te "v 
die ganze Reihe der Grundfunktionen nach und nach erzeugen kann. Dies hängt damit 
zusammen, daß = + in E= nn die Drehungsgruppe 
of of 0 u 0) 
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gestattet. Hieraus folgt, daß sich der Inbegriff aller Kugelfunktionen n-ten Grades bei 
dieser Gruppe invariant verhält. Wenn man also auf eine Kugelfunktion n-ten Grades 
eine infinitesimale Drehung ausübt, so kommt wieder eine solche Funktion oder Null 
heraus. Hieran kann der Übergang zu neuen Koordinaten nichts ändern. 

Transformiert man nun die Drehungsgruppe auf Mercatorkoordinaten, was hier 
vielleicht zum ersten Male geschieht, so ergeben sich folgende Umsetzungen: 


BL: of BE | 
Fu} " Bee) 
e u ef 
ah OERBENT EROBERTE, 


Fassen wir die beiden ersten Symbole mittels der Faktoren 1 und i zusammen, so ent- 
steht 

A= erlcos 2! —iSinzz). 
Af ist die Mercatorschreibung einer imaginären Drehung, die in der Ebene 3 = 0 alle 
Punkte der Minimalgeraden g + iy = 0 in Ruhe läßt, also eine infinitesimale Drehung 
um diese Minimalgerade. Das ist nun gerade die oben erwähnte Operation, mit deren 
Hilfe man aus dem Anfangsglied der Reihe (6) die ganze Reihe erhält. 

Wenn wir die Glieder der Reihe (6) kurz mit g,(x)e”’z”"* bezeichnen, v= —n,...,n, 
so ist bei festgehaltenem » ein solches Glied bis auf auf einen konstanten Faktor die ein- 
zige Kugelfunktion n-ten Grades von dieser besonderen Gestalt. Das geht aus unseren 
früheren Betrachtungen hervor. Wendet man nun auf g,(x)e"’z”" die Operation A/ an, 
so ergibt sich . 

{g’(z) Cos x + »g,(x) Sin z}er tDiyz-", 
Bis auf einen konstanten Faktor wird man also setzen können 

(8) &,+1(2) = 8,(2) Cos x + +g,(x) Sin x. 

Multipliziert man beiderseits mit (Cos x)’=", so entsteht die einfachere Fassung 
(Cos 2)", ,1(2) = {(Cos z)’g,(2)}'. 
Fügt man noch den Faktor 


hinzu, so findet man schließlich 


d{ (Cos z)’g,(x) } 
dTan x y 





(8*) (Cos z)*!g,,1(2) = 
In der Reihe 
(9) (Cos zy"g_,, (Cosa) Dr +3 Bon: +, (Cos a)" ig,_,, (Cos z)"g, 
ist also jedes Glied die Ableitung des vorangehenden nach Tan x. Da das Anfangsglied 
der Reihe (6), wie schon erwähnt, (Cos z)""e""%z=* Jautet, so ist g_„— (Cos x)”. Daher 
beginnt die Reihe: (9) mit (Cos x)”"* oder (1 — Tan? x)". Setzt man zur Abkürzung 
Tan xz = u und (1 — u?)" = A(u), so hat die Reihe (9) folgendes Aussehen: 
(9*) R(u), R'(u),..., AXu),..., Ru), AErn). 
Die Reihe (6) erscheint jetzt in folgender Gestalt: 
(Cos z)" R(u)e-"iv (Cos z)"-1R’(u)e-r-tis 
(6*) 2 En 
(Cos 2) -r-VREn-Iy)en—Diy (Cos.x)-"Ren(u)eriv 
2» ’ 2» a 








..y. 
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Das mittlere Glied, die Legendresche Kugelfunktion, Jautet: 
Ru) 
Fu 
Betrachtet man sie nur auf der Einheitskugel 2? +19?+3?=1, so ist z=1 zu setzen, und 
man erhält in Übereinstimmung mit dem Theorem von Rodrigues A'"Xu). Dem Gliede 
H,e 
(z Cos x)" 
der Reihe (6) entspricht in (6*) das Glied 
(Cos 2) Rin+r(u)eriv 


2» 





Daher ist bis auf einen konstanten Faktor 
H; = (Cos z)""R"+”(u). 
Die Reihe (9*) stimmt also, abgesehen von konstanten Faktoren, überein mit der Reihe 
(9*) H_,„(Cos 2)"**, H_ ._1(Cos 2)», ..., H,„ _‚(Cos 2)", H,. 


Da wir die H, kennen, so sind hiermit (bis auf leicht bestimmbare konstante Faktoren) 
Ausdrücke für A(u) und seine Ableitungen gewonnen. 


Eingegangen 22. August 1942, 





Über ein Dreiecksproblem. 


Von O. Nehring in Bitterfeld. 





Warden von den Punkten des Umkreises eines Dreiecks Geraden gleicher Neigung 
gegen die Seiten gezogen, so liegen die „Fußpunkte“, wie Boymann!) zeigte, auf 
einer Geraden. Böhmel?) untersuchte die Eigenschaft dieser „Steinerschen Geraden‘‘ und 
gab damit eine Erweiterung der von Thomae®) durchgeführten Untersuchung über die 
speziellen Steinerschen Geraden, die durch die Lote aus den Punkten des Umkreises auf 
die Dreiecksseiten bestimmt werden. Die vorliegende Arbeit soll eine weitere Erweiterung 
dieses Problems bringen. Es wird nach dem geometrischen Ort aller Punkte gefragt, 
von denen aus man Lote auf die Dreiecksseiten so fällen kann, daß die Fußpunkte gleich- 
schenklige bzw. gleichseitige Dreiecke bilden. Dann werden Eigenschaften dieser Orte 
und der Schwerpunkte der erzeugten Dreiecke ermittelt, wobei gewisse Zusammenhänge 
mit anderen charakteristischen Punkten des ursprünglichen Dreiecks aufgezeigt werden. 


$1. Die Ableitung der Kurvengleichungen und die Konstruktion der Kurven. 

Das Grunddreieck sei bestimmt durch die Eckpunkte P (z,y,), i=1,2,3. Die 
Seite g, hat die Gleichung 

(1) . Yız ni: TY + Aı =(. 
Dabei sind die Abkürzungen folgendermaßen definiert: 

(2) Yı=Y— Ya Tim 232, Di = Lola — Zyya = Tıya — Iayı- 
Das Lot von einem beliebigen Punkte P(£, n) auf die Dreiecksseite g, ist gegeben durch 
die Gleichung 

(3) Ze + yy — a —yın =. 
Aus (1) und (3) erhalten wir die Koordinaten des Fußpunktes F;: 

(4) en = (— Aıyı + ze + zyın): nn 

Yy,= (+1 +2 + yın):rı 


Wir berechnen den Anstieg m, = (Yy, — Yra): (Zpg — Zp,) = 21: n, der Geraden F3F;: 
(5) | 2, = —Alzgzz — Yaya)d + (Zays + Zayaln — (Zara + Yayı)ı — (Aays + Asya)], 


n,= Hlasya + 2ayo)E — (203 — Yayı)n — (Tets + Yaya)Yı + (Aats + Aszz)]- 


Dabei ist 

A= zıyı + 2ya + Lay = Laya — Zaya = in zyklischer Vertauschung. 
Die Seiten F,F,,FıF;, schließen miteinander einen Winkel 9, ein mit dem Anstieg 
M, = (m, — m,):(1 + m;m,) = Z: N}. 


ı) Boymann, Über die Transversalen im Dreieck, Archiv der Math. u. Physik (1) 18 (1849), S. 364. 

%) Böhmel, Über eine Erweiterung des Steinerschen Strahlenbüschels, Jahresber. d. Deutschen Math.- 
Ver. 86 (1927), 8.184. 

3) Thomae, Über den Steinerschen Strahlenbüschel und den Dreispitz, Abh, d. math.-phys. Klasse d. k. 
sächs. Gesellschaft d. Wissenschaften 1916, S. 69, 
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Die Durchrechnung ergibt unter Verwendung der zyklischen Vertauschungen von 
(5) nach einiger Umformung 
zZ, =n {le + mA — Eyırı + yarz + Ya + Mar + Zar + 293) 
) ee — (Ayri + Ay + Ast), 
N en{le® +09) (ars + yayı) + — an + ar + 23) 
+nl- rn + yR + vn) Haan an — an): 


Dabei ist die Abkürzung benutzt 
(7) n=nt+ty,rn=n+y,... in zyklischer Vertauschung. 
Setzt man jetzt tg, = 0 bzw. Z, =, so erhält man 
&) Ae+mM-Yyıntyrtynmtt+tantuntags)n 
—(Aır + Ar + Ar) = 0. 
Das ist aber, wie sich leicht zeigen läßt, die Gleichung des Umkreises für das Grund- 
dreieck P,P,P;. 

Es wäre daraus die eingangs erwähnte, bekannte Tatsache zu entnehmen, daß die 
Fußpunkte der Lote, von einem beliebigen Punkte des Umkreises eines Dreiecks auf die 
Seiten gefällt, in einer Geraden, der Steinerschen Geraden liegen. 

Für die von uns geforderten gleichschenkligen Dreiecke muß die Bedingung 
tg 9, = tgpı erfüllt sein. Daraus folgt mit Z,=Z,=Z, ohne Berücksichtigung der 
im Zähler und Nenner auftretenden, sich aber wegkürzenden r? 

N,=N,.. 
Die Ausführung ergibt 

9) Ki ne + m) —Arırn — an) — Ayır —Yar)nt R— —nn)=0 
Analog führen die Bedingungen tgY, = tgy,„tgyı = tgy, zu den Gleichungen X, = 0 
bzw. K,=0, die aus (9) durch zyklische Vertauschung m me Also sind die 
gesuchten geometrischen Orte Kreise. 

Der Mittelpunkt des Kreises K, ist gegeben durch 

10) 2, = lan -un):N, Ya = (yırı — Yan): N mt Nenn. 

Wir wollen die Lage dieser Kreise näher bestimmen. Dazu berechnen wir die 
Winkelhalbierenden des Dreiecks. Die Hessesche Normalform g, der Seite g, erhalten 
wir aus (1) durch Division mit r,. Die Normalformen g,, g; der Seiten g,, g; gehen aus g, 
durch zyklische Vertauschung hervor. Dann ist die Gleichung der Halbierenden des 
Dreieckswinkels 9, bestimmt durch 

(11) „gt =. 

Die Ausführung ergibt 

(12) (Yyırz + yaı)a — (Rırz + Zarı)y + (Aıra + Ayı) = 0. 

(12) bringen wir zum Schnitt mit der Seite g,. Wir erhalten als Koordinaten der 
Schnittpunkte 

(13) Am, — (Aırı 7 Zora): (rı ? ra), 

Ya; = Yırı F Yard): (rı F ro): 
Dabei gilt das negative Zeichen für den Schnittpunkt W, der Halbierenden des Außen- 
winkels und das positive Zeichen für den Schnittpunkt W,der Halbierenden des Innen- 
winkels des Grunddreiecks. 

Es ist sofort zu übersehen, daß der Mittelpunkt M, des Kreises X, der Mittelpunkt 
der Strecke W,W, ist. Damit ist die Konstruktion der Kreise allgemein bestimmt; denn 
für K, und K, gilt das Entsprechende. Wir haben den 

Satz 1: Fällt man von den Punkten der Kreise über den zuzammengehörenden Schnitt- 
punkten der Halbierenden der Außen- und Innenwinkel eines Dreiecks Lote auf die Seiten 
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desselben, so bilden die Fußpunkte jedes Mal ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Spitze 
auf der Seite liegt, auf der sich der Mittelpunkt des Kreises befindet. 

Wir wollen die Punkte, von denen aus die Lote gefällt werden, Erzeugerpunkte, die 
Kreise Erzeugerkreise nennen. 

Satz 2. Die Mijttelpunkte der Erzeugerkreise liegen auf einer Geradene 

Bilden wir die Determinante 

Iy, Ya 1 

Tja "rg 

Tr Yıa 1 
und setzen aus (10) die Koordinaten und ihre zyklischen Vertauschungen ein, so erhalten 
wir Null. Damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 

Satz 3. Die drei Erzeugerkreise schneiden sich in zwei Punkten. 

Der Beweis folgt daraus, daß die Beziehung 

K+R+K,=0 
besteht, falls X,= 0 die Gleichung des Kreises X, bedeutet (v =1, 2, 3). 

Wir wollen «diese beiden Schnittpunkte mit P, und ?, bezeichnen; dann ist 
P,P,=p die gemeinsame Potenzlinie der Erzeugerkreise. Ferner ist sofort zu über- 
schauen, daß für die aus P, und P, erzeugten Dreiecke alle Winkel gleich sein müssen. 
Wir erhalten den 

Satz 4. Zu jedem Dreieck gibt es zwei Punkte mit der Eigenschaft, daß die Fußpunkte 
der Lote, die von ihnen aus auf die Dreiecksseiten gefällt werden, gleichseitige Dreiecke bilden. 


$& 2. Eigenschaften der gemeinsamen Potenzlinie p. 

Satz 5. Die gemeinsame Potenzlinie p geht durch den Mittelpunkt M des Umkreises 
des Grunddreiecks. 

Aus (8) entnehmen wir die Koordinaten des Umkreises. Sie sind 

(14) Ty =(yıri + yarz + Yarz): 24, ya tat zn): 2A. 

Aus (9) erhalten wir in Verbindung mit der entsprechenden Gleichung X, =0 die Gleichung 
der gemeinsamen Potenzlinie p der drei Erzeugerkreise. Sie, lautet 

(15) Arırarz + aarırı + ande + Ayırır + yırırı + Yaırm — c=o0, 
dabei ist 

= nen + nen tn an: 
Setzt man in (15) für & und n aus (14) die Koordinaten des Mittelpunktes M ein, so ist 
(15) erfüllt, d.h. M liegt auf p. 

Satz 6. Fällt man von irgendeinem Punkte P der gerieinsamen Potenzlinie der Er- 
zeugerkreise Lote auf die Seiten des Grunddreiecks, so ist die Verbindungslinie des Schwer- 
punktes des erzeugten Dreiecks der Fußpunkte mit dem Erzeugerpunkt parallel : zur Euler- 
schen Geraden des Grunddreiecks. 

Die Koordinaten des Höhenschnittpunktes des Grunddreiecks sind 
Tg = — (Yyılaka + Yalztı + Yakıtz — Yıyada): A, 

Ya=  (XıYaYs + 2aYsYya + ZsYyıya — Tıratz): A. 

(16) liefert in Verbindung mit (14) als Anstieg der Eulerschen Geraden 
(17) — M;n =Z:N. 

Dabei ist 


(16) 


.. 


Z= xy, + Lay; + Zay; 2 > 3z,2) me 32325 = Ixg25, 
N = yıa + ya + Yarz — 3yıyı — 3yaya — 3Yay3- 
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Aus (4) und den zyklischen Vertauschungen gehen die Koordinaten des Schwerpunktes 
des erzeugten Fußpunktsdreiecks hervor. Sie sind 

(18) z7= (le +bhnte):n, y—laftbntc):n. 

Dabei sind die Konstanten gegeben durch 
HR HZ 
== ayırn + zuyırarı + Zyırz, 
b, = yırara + Yarırı + Yarına, | 
ce = — (Ayyırarz + Ayyırır) + Asysrır), 
6; = Ayzırary + Ayzarırı + Aszyırz, 
n = Zrirar,. 
Damit erhalten wir als Anstieg m, der Verbindungslinie dieses Schwerpunktes mit dem 
Erzeugerpunkt P(£, n) 
(19) m, =Z:N. 
Dabei ist in diesem Falle 
Z = a + (db, -Iirrz)n +, N = (a, Ir) + bin + ci 
Aus Myy = m, erhält man, abgesehen von einem konstanten Faktor, die Gleichung der 
gemeinsamen Potenzlinie (15). 

Die drei Mittelpunkte M,, M,, M, der Erzeugerkreise liegen, wie in $ 1 gezeigt 
wurde, in einer Geraden. Damit genügen die drei jeweils in bezug auf die entsprechenden 
Ecken des Grunddreiecks vierten harmonischen Punkte M}, M;, M, der Ceva-Bedin- 
gung, d.h. die drei Geraden P,M,, P,M;, PzMy, schneiden sich in dem Zentrum Z. 

Satz 7. Die gemeinsame Potenzlinie der Erzeugerkreise geht durch das Zentrum Z. 

Aus (40) erhalten wir als Koordinaten des zu M, in bezug auf P,, P, vierten har- 
monischen Punktes M, sofort 

(20) In, = (ai + zn):N, Yun, = (yr + y):N mit Nen+tn- 

Die Gleichung für M;P, lautet 

(21) (Yırz — yarı)z — (ar — 2) y—WYır —Yarı)za + (air — zn) =). 

Aus (21) in Verbindung mit der Gleichung für M;P,, die aus (24) durch zyklische Ver-. 
tauschung hervorgeht, ergeben sich die Koordinaten von Z zu 


(2) „=(un ++ 23):N, = (yr + yr + ya): N mt Nen+trn+r. 
Setzt man (22) in (15) ein, so wird diese Gleichung erfüllt, d. h. Z liegt auf p. 


& 3. Eigenschaften des Zentrums Z. 

Die gemeinsamen Potenzlinien der Erzeugerkreise X,=0,K,=0,K, = 0 mit 
dem Umkreise des Grundkreises mögen mit p,, Ps, Ps bezeichnet werden. 

Satz 8. Die gemeinsamen Potenzlinien pı, Pa, Ps der Erzeugerkreise mit dem Um- 
kreise des Grunddreiecks sind bzw. identisch mit den Geraden P,M}, P,M;, PsM; und 
schneiden sich damit im Zentrum Z. 

Wenn wir A in (8) durch z,y, — zayı ersetzen, so läßt sich ohne Schwierigkeit in 
Verbindung mit (9) die Potenzlinie p berechnen; sie erweist sich als identisch mit (21), 
womit der Beweis des ‘Satzes 8 erbracht ist. 

Nun möge der Kreis X, den Umkreis des Grunddreicks außer in P, noch in P; 
schneiden. Wir wollen die Koordinaten von P/ berechnen. Die Senkrechte zu P,M} 
durch den Mittelpunkt M des Umkreises lautet 

(23) As ze + yırn - vr tn ana nn = 0: 
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Bringen wir (23) zum Schnitt mit (21), so erhalten wir als Koordinaten des Schnittpunktes 
Q; 
(24) To, m [(zı + ze)rı + (2a + za)rz N 275]: (Ari + 2r; —n), 
Y,= yı + vi + ya + Ya — vr): (ai +2 —n). 
Aus den Beziehungen 4, =} (27, + 25,) und „,, =} (Yr, + Y,) folgt 
ui 2. = An + a a): AR +), 
Yp, = (Ayırı + yo — yar): (Ari +2 — na). 
Satz 9. Z ist das Zentrum der Perspektivität der Dreiecke M\M,;M;, und P\P,P:, 
und die Gerade M,M, ist die dazugehörige Perspektivitätsachse. 
Der erste Teil des Satzes ist selbstverständlich, es muß allein die zweite Aussage 
bewiesen werden. 
Die Bedingung dafür, daß z.B. die Punkte M;, P}, P} in einer Geraden liegen, 
wird ausgedrückt durch 
2p, %p, 1 
Zp, Yp, 1 =). 
Ty, Yu, 1 


Wir denken uns jede Zeile mit dem in ihr auftretenden Nenner multipliziert. Subtrahiert 
man nun vonder ersten Zeile das Doppelte der dritten und addiert zur zweiten Zeile die 
dritte, so sind die erste und dritte Zeile identisch, d. h. die Determinante ist bedingungs- 
gemäß gleich Null. Analog kann man nachweisen, daß die Bedingung dafür, daß die 
drei Punkte M,, M;, My; in einer Geraden liegen, nämlich 


Tu, Yu, 1 


Iy;, Yı;, 

von den entsprechenden Koordinaten erfüllt wird. 

Die gleichen Beweise lassen sich für M, und M, führen. Also ist M,M, die Per- 
spektivitätsachse der Dreiecke M]M;M; und PiP;P; und damit auch P,?,P, selbst. 

Satz 10. Fällt man von irgendeinem Punkte der gemeinsamen Potenzlinie der Erzeuger- 
kreise Lote auf die Dreiecksseiten des Grunddreiecks, so liegt der Schwerpunkt des erzeugten 
Fußpunktsdreiecks auf der Verbindungslinie des Zentrums Z mit dem Schwerpunkte 5 des 
Grunddreiecks. 

Der Schwerpunkt des Grunddreiecks ist gegeben durch. 

(26) 3 =(Hn+%+29):3, y=lyıt Y%+ Y):3. 
Aus (22) und (26) können wir die Gleichung der Geraden SZ berechnen. Sie lautet 

. 27) Ay —Y) + rny—Yı) + ralyı — Yı)le — ie, — 3) + 7a — 21) 
+1 —2)]y+ [ds —Ayrı + (A —Aı)r + (Aı — Ar] = 0. 

Wir setzen in (27) die Koordinaten von $ aus (18) ein. Dann erhalten wir z. B. als Faktor 
von £, wenn wir (27) kürzer in der Form 

(27a) Az —By+C=0 
schreiben, Aa, — Ba,. Greifen wir hierin nun den Faktor von r;r} heraus, so ergibt dies 

2) + u) + Ra u] le — 2) + Aa — 2) 

+ra— 29} 

Dieser Ausdruck kann umgeformt werden in 

(280) RA) 
Unter Benutzung der zyklischen Vertauschungen von (28a) erhalten wir als Faktor von £ 

Alz,(2rj nen rn — H)rr; + 2,(27 —r as nr, + z,(2r3 | — Hrn]. 
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Nun ist 3(z, + 2, + z,)rirzr; = 0. Subtrahieren wir diesen Ausdruck vom Faktor von £, 


so erhalten wir 
An t+n+ nn + a + rin). 

Das ist aber, abgesehen von MR +r+r), der Faktor von £ in (15). Es läßt sich 
zeigen, daß auch alle weiteren Glieder von (15) den gleichen Faktor — Ar +r+r) 
besitzen, d. h. die Schwerpunkte der durch die Lote erzeugten Fußpunktsdreiecke liegen 
.auf ZS, wenn der Erzeugerpunkt P(£, n) die gemeinsame Potenzlinie der Erzeuger- 
kreise durchläuft. 

Satz 11. Fällt man von dem Zentrum Z Lote auf die Seiten des Grunddreiecks, so fällt 
ser Schwerpunkt des erzeugten Fusspunktsdreiecks mit dem Zentrum 7 selbst zusammen. 

Ersetzt man in (18) x; und yz durch £ und n, so erhält man die Koordinaten von Z. 
Damit ist aber dann nicht nur der Satz 11 bewiesen, sondern darüber hinaus gezeigt, 
daß Z der einzige Punkt ist, der als Erzeugerpunkt mit dem Schwerpunkt des Fuß- 
punktsdreiecks zusammenfällt. So können wir dem Satze 11 folgende Fassung geben: 

Satz 12. Zu jedem Grunddreieck gehört ein Punkt Z mit der Eigenschaft, daß die von 

ihm aus auf die Seiten des Dreiecks gefällten Lote ein Fußpunktsdreieck erzeugen, dessen 
Schwerpunkt mit dem Erzeugerpunkt Z selbst zusammenfällt. 


$& 4. Eigenschaften der Erzeugerkreise und der Schwerpunkte der erzeugten 
Fußpunktsdreiecke. 

Satz 13. Die Polaren des Mittelpunktes des Umkreises in bezug auf die Erzeuger- 
kreise sind identisch mit den gemeinsamen Potenzlinien der Erzeugerkreise mit dem Um- 
kreise des Grunddreiecks. 

Die Polare des Mittelpunktes M in bezug auf den Kreis X, = 0 hat zunächst die 
Gestalt 

29) (MM En + nn) — ar — le + Eu) — (ri — Yarzıln + N) 

+ ram. 
Wir ordnen darin nach £ und n und berechnen den Faktor von £. Dieser ist 
(Mn Nu (an an). 
Nach Einsetzen des Wertes von £,, aus (14) bekommen wir 
(nr + ya + ya) — Alan — an). 
Die Ausrechnung ergibt das Resultat 

(80) A=(yyi ty + yys + ys + Yzrı 

N ty + Ya + Yan + yız)rz- 


Analog erhalten wir als Faktor von n 
9) B=-Mitni tn + my + 2 N, 
— (+25 + 2 + 2 + ar]. 


Schließlich wird die Konstante zu 


2) C=(Arn+drn+ Ar + Anm — (Ari + Ay + Ar + Arz)r- 
Damit erhält die Polare die Form 

(33) AE+Bn+C=0, 
wobei A, B,C durch (30) bis (32) gegeben sind. 

Setzen wir nun.in (33) die Koordinaten von Z bzw. P, ein, so wird die Gleichung 
erfüllt, d.h. die Punkte Z und P, liegen auf der Polaren. 

Nun bestimmen nach Satz 8 die Punkte P, und Z die Potenzlinie p,, mithin muß 
diese Linie identisch sein mit der Polaren des Punktes M in bezug auf den Erzeuger- 
kreis K, 

10° 
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Satz 14. Liegen zwei Erzeugerpunkte eines Erzeugerkreises auf einer Geraden durch 
den Mittelpunkt M des Grunddreiecks, so liegen die Schwerpunkte der erzeugten Fußpunkts- 
dreiecke auf einer Geraden durch den Schwerpunkt des Grunddreiecks: 

Den Beweis führen wir durch den Beweis von Satz 15. 

Batz 15. Bewegen sich die Erzeugerpunkte auf einer beliebigen Geraden, so bewegen 
sich die Schwerpunkte der erzeugten Fußpunktsdreiecke ebenfalls auf einer Geraden. 

Nach (18) sind x; und yz ganze rationale Funktionen von £ und n. Umgekehrt 
lassen sich & und n aus (18) als ganze rationale Funktionen von 25; und yz berechnen. 
Setzt man nun diese # und n in eine beliebige Geradengleichung ac +dby+c=0 ein, 
d.h. durchläuft der Erzeugerpunkt P(£, n) diese Gerade, dann erhält man wiederum 
eine Geradengleichung mit den Veränderlichen zz und yz, d. h. der Schwerpunkt der er- 
zeugten Fußpunktsdreiecke durchläuft eine Gerade. 

Ferner benutzen wir den Satz 16. 

Satz 16. Fällt man vom Mittelpunkte des Umkreises des Grunddreiecks Lote auf die 
Dreiecksseiten, so ist der Schwerpunkt des erzeugten Fußpunktsdreiecks identisch mit dem 
Schwerpunkt des Grunddreiecks. ; 

Der Beweis ist sofort zu führen. Die Fußpunkte der Lote von M auf die Seiten 
sind identisch mit deren Mittelpunkten. Der Schwerpunkt des Dreiecks aus den 
Mittelpunkten der Seiten eines Dreiecks ist aber nun seinerseits stets identisch mit dem 
Schwerpunkt des ursprünglichen Dreiecks. Damit ist Satz 16 bewiesen. 

Mit dem Satz 15 und 16 ist aber dann der Satz 14 ebenfalls bewiesen. 

Satz 17. Fällt man von vier Punkten einer Geraden, die ein festes Doppelverhälinis 
bestimmen, die Lote auf die Seiten der Grunddreiecks, so haben die entsprechenden Schwer- 
punkte der erzeugten Fußpunktsdreiecke dasselbe Doppelverhältnis. 

Die Richtigkeit der Behauptung geht unmittelbar aus dem Bestehen der Trans- 
formation (18) und ihrer Umkehrung hervor. 

Satz 18. Durchläuft der Erzeugerpunkt einen der drei Erzeugerkreise, so beschreiben 
die Schwerpunkte der erzeugten Fußpunktsdreiecke einen Kegelschnitt: die drei Schwer- 
punktskegelschnitte schneiden sich in den Schwerpunkten, die den Erzeugerpunkten ent- 
sprechen, die gleichseitige Dreiecke erzeugen. 

Setzt man in irgendeine Gleichung der Erzeugerkreise die Umkehrung der Trans- 
formation (18) ein, so erhält man eine Gleichung zweiten Grades, mithin beschreibt der 
Schwerpunkt einen Kegelschnitt. Da den beiden Schnittpunkten der drei Erzeugerkreise 
die gleichseitigen Dreiecke entsprechen und (18) eindeutig ist, so sind die Schwerpunkte 
der gleichseitigen Dreiecke die Schnittpunkte der Schwerpunktskegelschnitte. 

Satz 19. Die Schwerpunktskegelschnitte sind im allgemeinen Ellipsen, sie arien 
jedoch zu Geraden aus, wenn der entsprechende Erzeugerkreis selbst zu einer Geraden wird. 

Betrachten wir den Erzeugerkreis K,= 0. Die Polare des Punktes M in bezug auf 
diesen Kreis geht durch ?,. Mithin ist MP, eine Tangente, damit liegt M außerhalb 
des Kreises. Das Fußpunktsdreieck des Punktes P, artet in die Höhe A, = P,H, des 
Grunddreiecks aus, wobei #, der Fußpunkt der Höhe auf P,P, sein soll. Damit liegt 
der Schwerpunkt dieses ausgearteten Fußpunktsdreieck in einem Punkte H}, der durch 
die Proportion 

P,H;: HH, = 2:1 
definiert ist. Die Polare des Punktes M in bezug auf den Kreis geht durch Z; aber Z 
entspricht dem Schwerpunkte seines Fußpunktsdreiecks. Damit entspricht unter Be- 
achtung des Satzes 15 der Polaren des Punktes M in bezug auf den Kreis die Gerade ZA,. 
Betrachten wir nun eine beliebige Gerade durch M; sie möge den dem Mittelpunkte 
zugewandten Kreisabschnitt im Punkte R,, den abgewandten Abschnitt in A, und die 





Nehring, Über ein Dreiecksproblem. 77 


Polare selbst im Punkte R schneiden. AR,, R,, R und M bilden nun einen harmonischen 
Wurf. Dieser harmonische Wurf bleibt nach Satz 17 bei den Schwerpunkten erhalten. 
Jetzt liegen die Punkte A,, R,, R und M im Endlichen. Auch $, Z und der dem Punkte 
R, entsprechende Schwerpunkt werden im Endlichen liegen. Damit muß auch der 
Schwerpunkt des dem Punkte A, entsprechenden Dreiecks im Endlichen liegen, d.h. 
alle den Kreispunkten entsprechenden Schwerpunkte liegen im Endlichen: der Kegel- 
schnitt ist eine Ellipse. 

Die Ausartung ist bereits für ein gleichschenkliges Grunddreieck ersichtlich, dort 
artet ein Kreis zur geraden Linie aus, mithin liegen die entsprechenden Schwerpunkte 
nach Satz 15 wieder auf einer Geraden. In diesem Falle ist die Schwerpunktsgerade 
sogar mit dem ausgearteten Kegelschnitt identisch. 


$ 5. Einige Eigenschaften der Fußpunktsdreiecke. 

Satz 20. Verbindet man den Mittelpunkt des Umkreises des Grunddreiecks mit dem 
Mittelpunkt eines der drei Erzeugerkreise und konstruiert zu den beiden Schnittpunkten 
dieser Verbindungsgeraden mit dem zum benutzten Mittelpunkt gehörigen Erzeugerkreis 
die Fußpunktsdreiecke der Lote auf die Seiten des Grunddreiecks, so ist das eine das 
größte, das andere das kleinste aller Fußpunktsdreiecke, die erzeugt werden, wenn sich 
der Erzeugerpunkt auf dem benutzten Erzeugerkreis bewegt. 

Der Inhalt der Fußpunktsdreiecke ist allgemein gegeben durch 

3) TA + m)A—(yırn + Yyart+ yn)dt+ lan + zn + zen) 

— (Ar) + Ar + Ay)]: rırar;- 
Wir differenzieren J nach £ und setzen den erhaltenen Differentialquotienten zur Extrem- 
wertbestimmung gleich Null. Wir erhalten daraus 

(35) ın__M-Yntynrtymn 

% 739 Mantlantantzs;) 
Nun errechnen wir aus (9) diesen Differentialquotienten abermals, d. h. wir lassen P(£, n) 
den Kreis X, = 0 durchlaufen. Wir erhalten 

a dn_A-ME art a) 
EA | 
Die durch Gleichsetzen von (35) und (36) entstehende Gleichung stellt aber die Verbin- 
dungsgerade M,M dar. Da die Erzeugerpunkte auf K,= 0 zu liegen haben, ist die 
erhaltene Gerade mit X,= 0 zum Schnitt zu bringen. Damit sind diese Schnittpunkte 
die Punkte, von denen aus die Fußpunktsdreiecke kleinsten bzw. größten Ausmaßes 
erzeugt werden. 

Zwei Punkte eines Erzeugerkreises auf einer Geraden durch M sollen als zugeordnete 
Punkte bezeichnet werden, die entstehenden Fußpunktsdreiecke sollen analog zugeordnete 
Dreiecke heißen. Unter Verwendung dieser Definitionen soll noch der folgende Satz ohne 
Beweis mitgeteilt werden. 

Satz 21. Ist F,F,F, das Fußpunktsdreieck eines Erzeugerpunktes P und L,L,L, das 
zugeordnete und fällt man von F, das Lot auf L,L,, von F, auf L,L, und von F, auf L,L,, 
so schneiden sich die drei Lote in einem Punkte; dasselbe gilt für die Lote von L, auf F;F,, 
L, auf F,F, und L, auf F,F,. 

Der Beweis wurde wegen seiner Umständlichkeit nur für einen speziellen Fall 
geführt und soll deshalb hier nicht gebracht werden. 











Eingegangen 23. September 1942. 





Zu einem Satze von H.W.E. Jung 
über ganze birationale Transformationen der Ebene. 


Von Ott-Heinrich Keller in Berlin. 





Herr H. W. E. Jung hat kürzlich!) bewiesen, daß sich jede ganze birationale Trans- 

formation der Ebene aus Affinitäten und „Additions-Transformationen“ 
«=ry =y-+ ar 

zusammensetzen läßt. Eine Transformation heiße dabei ganz, wenn sich 2’ und y’ als 

Polynome in x und y darstellen und umgekehrt. 

Nun scheint mir, daß man den Beweis noch etwas vereinfachen kann, wenn man 
den Noetherschen Satz über die Zerlegung der ebenen Gremona-Transformationen in der 
folgenden Verschärfung?) heranzieht: 

Die Gruppe der ebenen Cremona-Transformationen wird erzeugt durch: 1. die Pro- 
jektivitäten, 2. die quadratischen Transformationen, 3. die „Segre-Transformationen‘). 
Dabei kommen die Hauptpunkte sämtlicher Faktoren unter den Hauptpunkten des 
Produktes vor. 

Eine Segre-Transformation ist dabei eine Transformation mit folgenden Haupt- 
punkten: Ein (n —4)-facher Punkt O, (z.B. z=z=0), dann n —1 Nachfolger 
0,0, ,..,0,-, von O, auf einem superlinearen Zweig (O0, sei O, z. B. auf der Geraden 
z = O benachbart, O,,..., O,-, sind Satelliten), schließlich weitere n — 1 Nachbarpunkte 
von O„-, auf einer algebraischen Kurve n-ter Ordnung, die, da sie durch O,, 0, , : - , On-ı 
hindurchgeht, eine Gleichung 

yı+P,(%2)=0 
haben muß, wo P,(x, z) ein homogenes’ Polynom n-ten Grades in x und z bedeutet. Die 
Transformationsgleichungen lauten dann 
En gar), 
y' = ya! + P,(z, 2), 
z—= 
Segre-Transformationen lassen sich trivialerweise aus A-Transformationen im Sinne Jungs 
zusammensetzen. 
Quadratische Transformationen mit drei benachbarten Hauptpunkten sind Scgre- 
Transformationen. 


ı) H.W.E. Jung, Über ganze birationale Transformationen der Ebene, Journ. f. r. u. a. Math. 184 (1942), 
161—174. 
#) Siehe z.B. O. H. Keller, Cremona-Transformationen “lgebraischer Kurven, Journ. f. r. u. a. Math. 
169 (1933), 193. 
®) C. Segre, Un’osservazione relativa alla ridueibilitä delle transformazioni Cremoniane, Torino Atti 86 
(1901), 645. 
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Projektivitäten, quadratische Transformationen und Segre-Transformationen mögen 
für einen Augenblick „Elementar-Transformationen“ heißen. 

Ist nun eine Transformation n-ten Grades ganz, so sind in Bild- und Urbildebene 
die unendlich fernen Geraden die einzigen Hauptkurven. Es sei g eine allgemeine Gerade 
der (z, y, z2)-Ebene, die Kurve n-ter Ordnung G’ ihr Bild in der (z’, y’, z’)-Ebene. Die 
endlichen Punkte von g erfüllen topologisch eine einfach gelochte Kugel, also müssen das 
auch die endlichen Punkte von G’ tun, da die Transformation im Endlichen überall ein- 
eindeutig und stetig ist. G’ schneidet also 2’ = 0 in einem einzigen Punkt O,, z. B. in 
xz=2=(), und zwar mit einem einzigen Zweig., Der Schnitt ist n-fach; andererseits ist 
O, für G’ höchstens (n— 1)-fach. Also muss G’ durch einen weiteren 0, benachbarten 
Punkt O, von z= 0 gehen. Alle anderen Hauptpunkte sind Nachbarpunkte von O,. 

Die Elementar-Transformation, die den Grad des Netzes der Kurven G’ erniedrigt, 
muß O,,0, und Nachbarpunkte von O, zu Hauptpunkten haben. Ist sie quadratisch, so 
ist sie eine Segre-Transformation 2. Grades. Sie ist- also in jedem Fall eine Segre-Trans- 
formation, und zwar, da O, und O, auf z = 0 liegen, gerade von der angegabenen Form. 





Eingegangen 19. November 1942. 





Über die Klassengruppen und Klassenkörper 
ebraischer Zahlkörper. 
alg p 


Von Ladislaus Redei in Szeged. 
Meinen lieben Eltern zu ihrem 70. bzw. 80. Geburtstag gewidmet. 





Es seien gegeben ein beliebiger absolut algebraischer Zahilkörper k und eine all- 
gemeinste Klassengruppe $ in ihm, wobei dann als Hauptklasse # irgendeine (Weber- 
Takagische) Idealgruppe in k gilt!). In allen Fragen über $ und die zugehörigen Klassen- 
körper von k darf man sich bekanntlich auf den Fall beschränken, daß die Klassenzahl 
(d.h. die Ordnung von $) eine Potenz einer beliebigen Primzahl / ist, was wir fortan 
annehmen wollen. 

Über die Struktur (d. h. die Invarianten) von $ liegen nur sehr bescheidene Resul- 
tate vor. Völlig bekannt ist nur der Fall, daß k der Körper der rationalen Zahlen ist. 
Gauß’ klassischer Satz bezieht sich auf den Fall eines absolut quadratischen Zahlkörpers 
mit absoluter Klasseneinteilung und gibt die Anzahl der geraden Invarianten an (Fall 
!=2). Der Satz wurde durch Verfasser und H. Reichardt in mehreren Arbeiten er- 
weitert, auf die Anzahl der Invarianten 2" hin, und ein Teil dieser Sätze wurde später 
auch durch $. Iyanaga, A. Scholz?) und kürzlich durch E. Inaba®) wiedergewonnen. Die 
meisten- übrigen Resultate sind insofern von noch speziellerer Natur, als sie sich 
ebenfalls nur auf einen speziellen (algebraischen) Typus von Körpern mit absoluter 
Klasseneinteilung und ein spezielles ! beziehen, zugleich aber bei den zugelassenen Körpern 
auch noch die Diskriminanten (die Körper selber also arithmetisch) eingeschränkt sind. 
Hierher gehören ein kleiner Satz von Scholzt) über die durch 3 teilbaren Invarianten für 
gewisse absolut quadratische Zahlkörper, einige Sätze von Inaba®) über die ebenfalls 
durch 3 teilbaren Invarianten für gewisse absolut kubische Zahlkörper, und auch die 
Frage der regulären Kreiskörper. Es gibt weiter Sätze, die nicht dadurch „schwach“ 
sind, daß ihre Voraussetzungen sehr eng sind, sondern dadurch, daß sie weniger Genaues 
über die Invarianten aussagen. Hierher gehören gewisse Sätze von M. Moriya und 
Inaba®). 


1) Ohne Verweise halte ich mich an die Beiichte: H. Hasse, Bericht über neuere Untersuchungen und 
Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkörper, Teil I, Ia, II, Jahresb. d. D.M. V.85 (1926), 1-55; 
86 (1927), 2833—311; Ergänzungsband 6 (1930), 1—204. 

#) Vgl.L. Redei, Ein neues zahlentheoretisches Symbol mit Anwendungen auf die Theorie der quadratischen 
Zahlkörper I, dieses Journ. 180 (1938), 1—43. 

») E. Inaba, Über die Struktur der I-Klassengruppe zyklischer Zahlkörper vom Primzahlgrad I, Journ. 
Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. II 4 (1940), 61—115. 

*) A. Scholz, Über die Beziehung der Klassenzahlen quadratischer Körper zueinander, dieses Journ. 166 
(1932), 201—208. 

s) Vgl. ®) 8.102. 
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Inaba®) hat eine allgemeine Methode entwickelt, um die durch / teilbaren Invari- 
anten von $ zu bestimmen, unter der sehr allgemeinen Annahme, daß k über einem 
Unterkörper k, zyklisch vom Grade ! und $ die absolute Klassengruppe oder eine belie- 
bige Strahlklassengruppe ist. Der Grundgedanke seines (klassenkörperfreien) Verfahrens 
ist, Zahl- bzw. Idealgruppen im Unterkörper k, zu konstruieren, bei denen die Struktur 
.der Klassengruppe abzulesen ist. 

Ungefähr zur gleichen Zeit habe ich in einem ungarischen Aufsatz®) eine auf der 
Klassenkörpertheorie fußende Methode angegeben, um die durch 2 teilbaren Invarianten 
von $Ö zu bestimmen, ohne jede Einschränkung für k und 9. Jetzt ist mir gelungen, 
meine Betrachtungen ganz allgemein zu führen, d.h. eine beliebige Primzahl / statt 2 
zu nehmen, Zu dieser Verallgemeinerung hat mich Inabas Arbeit angeregt, obwohl ich 
nichts aus seinen Gedanken übernommen habe. Dafür habe ich vieles aus einer [auch 
in 2) zitierten] Arbeit von Reichardt’) entlehnt, gleichzeitig aber stark vereinfacht und 
verallgemeinert (bei ihm ist wie oben k ein absolut quadratischer Zahlkörper, 5 die 
absolute Klassengruppe und / = 2). 

Als wesentlich neues Moment tritt bei mir die Feststellung auf, daß gewisse Artin- 
sche Symbole ein invariantes Verhalten aufzeigen. Formal drücke ich das durch das 
Einführen eines neuen Symbols (K,C), [s. unten] aus®), das aber im Grunde einem 
speziellen Artinschen Symbol gleichkommt. 

Um mein Verfahren zu charakterisieren: Ich gebe ein rekurrentes Kriterium zur 
Bestimmung der Anzahl der durch /,/?,... teilbaren Invarianten an; gleichzeitig ver- 
einfache ich die Konstruktion des zu & gehörigen (vollen) Klassenkörper beträchtlich. 

Ambige Klassen spielen bei mir keine Rolle (im Gegensatz zu Inaba); aus- 
schlaggebend werden statt dessen die Klassen von der Ordnung |. _ 

Als Anwendungen werde ich in einer anderen Arbeit die absolut quadratischen 


Zahlkörper auf die Ringklassengruppen hin für 2 = 2 untersuchen. Hierbei werden die 
oben erwähnten Untersuchungen weitgehend verallgemeinert -und in gewissem Sinne 
zum Abschluß gebracht. 

Mir scheint, daß die Wirkungsfelder von Inabas und meiner Methode sich ver- 
hältnismäßig wenig überschneiden. Die erstere ließ bei ihm schon verschiedenartige 
interessante Anwendungen zu. Von der letzteren erhoffe ich ebenfalls noch weitere An- 
wendungen. 


$1. . 

Um an Durchsichtigkeit zu gewinnen, wollen wir im $1 alle unseren Ergebnisse 
(Definition des Symbols (K, C),, Sätze, einen Zusatz, ein paar Hilfssätze, die wir auch 
Sätze nennen könnten) voranschicken und die Beweise erst im $ 2 folgen lassen. 

Wir nehmen an, daß die Ordnung von 9 eine Potenz > 1 von list, da es sonst kein 
Problem gibt. Es sei ’ das Maximum der Invarianten von 9, und bezeichne e, die An- 
zahl der durch /* teilbaren Invarianten, alo , 2, 2°'''2e> (&4=''')0. Das 
Problem der Struktur von $ ist die Bestimmung eben dieser Folge e,, &,... Unter 
einem Klassenkörper versteher: wir immer einen solchen über k, dem im Sinne der Klassen- 
körpertheorie eine Untergruppe von $ zugeordnet ist. Als Relativgrade kommen dann 
nur Potenzen von ! vor. Es bezeichne K, (desgleichen auch K/}, K//,..) einen solchen 


®) L. Rödei, Über den geraden Teil der Idealklassengruppen in algebraischen Zahlkörpern, Math. u. Nat. 
Anz. d. ung. Akad. d. Wiss. 54 (1940), 829—839. Ungarisch mit deutschem Auszug. 
?) H. Reichardt, Zur Struktur der absoluten Idealklassengruppe im quadratischen Zahlkörper, dieses 
Journ. 170 (1933), 75-82. 
®) In meiner Arbeit ?) habe ich ein Symbol {a,, a,, a,} eingeführt. Für a, | a,a, ist dies ein sehr spezieller 
Sonderfall des einzuführenden Symbols, worauf ich noch in einer anderen Arbeit zurückkomme. 
Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 2. 11 
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Klassenkörper, für den X„/k (d.h. K, über k) zyklisch und vom Grade /* ist; unter K, 
soll natürlich k verstanden werden. Den Index 1 lassen: wir fort, K, K’,... seien also 
vom Grad / über k. Immer soll C irgendeine Klasse (Idealklasse in 9) bedeuten. Es 
gelte die 

Definition. Gibt es zu gegebenen K,C,n(Z1) wenigstens ein K, über K, und ist 
die Ordnung des Artinschen Symbols 

() (4) ) 
von K, unabhängig und höchstens gleich I, so sagen wir, daß das Symbol (K, C), existiert, 
und setzen 

(K,C),=1 bzw. #1, 
je nachdem diese Ordnung 1 oder I ist!°). 

Hiernach existiert (K, C), immer. Man sieht auch gleich, daß aus der Existenz von 
(K, C), folgt, daß (K, C!), existiert und = 1 ist. 

In die folgenden Sätze 4 und 2 und den Hilfssatz 2 spielt das Symbol (X, C), noch 
gar nicht hinein. Mit dem Voranstellen obiger Definition wollte ich nur auch äußerlich 
zum Ausdruck bringen, daß sie von den späteren Teilen @-r Arbeit unabhängig ist. 

Immer soll B irgendein C mit"B’ = H bedeuten. 

Satz 1. Über einem K, gibt es dann und nur dann wenigstens ein K,;,, wenn für 
jedes B . 

- (7)-' 
güt. (Im oben genannten Spezialfall von Reichardt siehe ?).) 

Bei festem n (> 1) bedeute (X), die Menge aller X, über denen es wenigstens ein 
K,„ gibt. Insbesondere ist also (X), die Menge aller X, wofür wir auch (K) schreiben. 
Offenbar gilt 

(3) (K) = (Kl, 2(K),2 9). 

Für irgendeine Abelsche Gruppe G soll G* (die x-te Potenz von G) die Gruppe der 
x-ten Potenzen der Elemente von G bedeuten. 

Hilfssatz 1. Zu einem K gehöre die Untergruppe g von $, die dann vom Index | in 
H ist. K „gehört zu (K), dann und nur dann, wenn 


(4) Ä Pl Ele 
ist 1%). (Vgl. hierzu Satz 5.) 

Das Produkt?) aller Körper aus (K), bezeichnen wir mit TI(X),. Eine Basis von 
(K)„ heißen solche Körper K),..., K) aus dieser Menge, die algebraisch unabhängig 
(über k) sind, mit KW... Kr =TUK),; r heißt die Gliederzahl der Basis, die ja 
offenbar eindeutig bestimmt ist. 

Satz 2, Die Menge (K), ist in dem Sinne abgeschlossen, daß alle Unterkörper K 
von IK, wieder zu (K)„ gehören. Sie hat eine e,-gliedrige Basis und besteht somit aus 


6 FT 


%) Im Zähler steht X, für K„/k. Im Nenner denkt man sich ein beliepiges Ideal von C eingesetzt, wobei 
es bekanntlich gleichgültig ist, welches Ideal von C gewählt wird. 

1°) Es wäre nicht von Nutzen, dem Symbol (K, C), auch im Fall „+ 1“ einen Wert beizulegen, nur für 
}= 2 kann man dann zweckmäßig „= — 1“ setzen, wie ich das in ®) getan habe. 

11) z<yw oder y>x bedeutet z Teil von y. Ohne = bedeutet es „echter Teil“. 

12) Da g vom Index lin $ ist, kann g* überhaupt nur ebenfalls vom Index lin 5” oder = $* sein. 

18) Unter dem Produkt der Körper k,...,k, verstehen wir den zusammengesetzten Körper k, + + + kr. 
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Elementen. (Im obengenannten Spezialfall von’ Reichardt siehe ?).) 
Hilfssatz 2. Das Symbol (K, C), existiert dann und nur dann, wenn 
(6) Ke(K)„, CeH"" %) 
ist, und zwar ist dann (K,C)„=1 oder +1, je nachdem sogar 
. Ceg"" | 
ist oder nicht, wobei g dieselbe Bedeutung hat wie in Hilfssatz 1. (Vgl. hierzu Satz 6.) 


Hilfssatz 8. Es seien gegeben zwei Körper K,, K',(n > m), von denen keiner im 


anderen enthalten ist, und eine Klasse C so, daß (2) und (7) von der Ordnung | sind. 


Dann gibt es ein K'' (< K,K/,) mit 
Ku 
(8) (7) Be 


Ein solches läßt sich so angeben: Es sei G die Galoissche Gruppe von K„K,,/k. Man be- 
stimme zwei Elemente o,o aus G so, daß 


e= (>) für K.o=1 für K, 


di (&) für K,o=1 für Ku), 


und eine (zyklische) Untergruppe G, von G so, daß 00 €G, und die Faktorgruppe G/T, zyklisch 
von der Ordnung 1” ist. Der der Untergruppe G, von G (im Sinne der Galoisschen T'heorie) 
zugeordnete Unterkörper von K,„K,/k ist ein passender Körper K,'*). 

Satz 3. (Erste Produktregel.) Existieren (K,C), und (K',C), (K+K'), so ezi- 
stieren auch alle (K’,C) mit K"<KK’(K" +K,K’)'). Ist dabei (K,C)„, =1, so gilt 
(K’,C)„=(K', C),!). Ist dagegen (K,C)„=(K’,C)„ #1, so gibt es unter diesen K’ 
einen einzigen mit (K'’,C), =1. 

Satz 4. (Zweite Produktregel.) Existieren (K, C), und (K, C’),, so existieren auch 
alle(K, CC"), (i=1,...,1—1)"). Ist dabei (K,C)„, =1, so güt (K, CC"), = (K, C'),. 
Ist dagegen (K, C)„ = (K, C’),. + 1, so gibt es darunter ein einziges i mt (K, CC"), =1. 

Satz 5. Bei festem n(Z 2) existiert über einem K wenigstens ein K, (d.h. K ist in 
(K),) dann und nur dann, wenn über ihm wenigstens ein K,_, existiert (d.h. K in (K)..ı 
ist) und 


(9) (K, B).-ı =1 


für jedes B güt, für das die linke Seite existiert (das sind mit der unten einzuführenden 
Bezeichnung die B in (B),-ı)- 

Satz 6. Das Symbol (K,C)„. (n 22) existiert dann und nur dann, wenn es über K 
wenigstens ein K, gibt (d.h. K in (K), ist) und (K,C)„., =1 ist, und wenn schließlich 
auch (K',C),_, =4 für alle K' (+K) ist, für die die linke Seite existiert. 


14) € bedeutet „Elerıent vor‘. Man beachte, daß die zwei Bedingungen (6) voneinander unabhängig sind. 
Die Anzahl obiger C ist offenbar Int2en+t3en+rt, die obiger K gleich (5). 

15) „‚für‘‘ heißt hier „bei Anwendung auf“. 

16) Der zweite Teil dieses Hilfssatzes wird nur zur Konstruktion im Zusatz am Ende des $1 verwendet. 
Hier bemerken wir, daß im Fall n > m beide Körper K,„, Ky, denselben Unterkörper K enthalten müssen, da sie 
jetzt nicht unabhängig über k sind. 

ı7) Offenbar gibt es I—1 solche K’’. 

18) D, h. es sind beide Symbole = 1 oder beide # 1. 

10) Wegen (K,C*), = 1 kommt i nur mod. I in Betracht. 
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Bezeichne (B), die Gruppe aller B in $'"". Insbesondere ist also (B), die Gruppe 
aller B, wofür wir auch (B) schreiben. Dann ist 

(10) (B)=(B),2(B),2:- 
Offenbar ist 

(11) In 
die Ordnung von (B),, und somit besteht eine Basis von (B), (wie auch eine von (K),) 
aus e, Elementen. Nach Hilfssatz 2 gilt: (X, B), existiert dann und nur dann, wenn 
Ke(K). Be(B), ist. 

Satz 7 (Hauptsatz). Es werde angenommen, daß für einn (Z 1) schon je eine Basis 
BV,...,B'm; K®,..., K“w von (B), bzw. (K), vorliegt. Dann existiert die Matrix M, 
mit e, Zeilen und Spalten: 


(Ku),  . BI (KW), B), 


(12) M„= 
(Km, BV)), N (Km, B), 

Wenn hier ein Element = 1 vorkommt, so kann man annehmen, daß das e,-te Diagonal 
element (K“», Bw), ein solches ist. Man erreicht, daß alle übrigen Elemente von M, in 
der letzten Zeile und Spalte = 1 werden, wenn man B®(i=1,...,e„ —1) gemäß Satz 4 
(nötigenfalls) durch ein passendes BÜ(B(w)i und KO (i=A,...,e„ —1) gemäß Satz 3 
(nötigenfalls) durch einen passenden Unterkörper von K“)K“w ersetzt. Hat M,„ noch weitere 
Elemente + 1, so kann man wieder annehmen, daß (unter Aufrechterhaltung des Bisherigen) 
das (e„ —1)-te Diagonalelement (K-», B(“-2), ein solches ist. Dann verfährt man ähn- 
lich wie vorher, und so entsteht aus M, in endlich vielen Schritten eine „reduzierte “‘ Matrix, 
in der nämlich die letzten r,(0 Sr, <e,) Diagonalelemente + 1, alle übrigen Elemente = 1 
sind. Dann ist 

(13) en en Tu 20), 
Behält man für die reduzierte Matrix die alten Bezeichnungen bei, was ja gestattet ist, weil 
die neuen B®,..., B» und K”,..., K“» offenbar auch Basen von (B), bzw. (K),,sind, 
so sind jetzt zugleich auch die „Schnitte“ BU, ..., B("+) und K",..., Km) Basen von 
(B)„+1 bzw. (K)a+ı- Mit ihnen läßt sich dann das ganze Verfahren fürn + 1 statt n weiter- 
führen. Hat dabei r, einmal den größtmöglichen Wert e, erreicht, so bedeutet das, daß I* die 
größte Invariante von $ (also n = ») ist und daß das Verfahren mit der Bestimmung aller 
E11» ++, , beendet ist. 

Wir betrachten folgendes dreifache System 


(14) KDD, ..., Aw Kest) ,... Ke,... Keil... KW 

(15) BU ..., Bew, Beutn ..., Ben.,..,BetD ...,B®, 

(16) EV. RN... Re... , KR 
wo (15) und (16) je eine Basis von (B) bzw. (K) bedeuten, wogegen allgemein Kf ein 
Körper aus (K), über K® ist?!). Wir nennen (15), (16) ein n-stufig normiertes Basen- 
paar, wenn die Schnitte B®,..., Bm; K®,..., Km (m=4,...,n) je eine Basis 
von (B)„ bzw. (K), bilden. 


20) Also ist r„ eine Invariante, die man den Rang von M,„ nennen kann. Nach (13) ist übrigens r„ nichts 
anderes, als die Anzahl der Invarianten I” von 9. 

#1) Dieses ’ ist eine (nicht umkehrbar) eindeutige Funktion von i, wie aus (14) [ebensogut aus (15)] 
abzulesen ist, 
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Weiter betrachten wir Jie Matrix 
Km (RO . 


ee 

BEN) '*'*" \Beo 

gebildet aus (14) und (15), die wir derart in vier Teilmatrizen M,, I, II, III geteilt haben, 
daß M,„ aus e, Zeilen und Spalten besteht [für e,=e, (sicher also für n=1) fehlen 
die Matrizen /, II, III]. Sind die Elemente von M, höchstens von der Ordnung 122), 
ist weiter /// eine Diagonalmatrix (d.h. alle und nur die Diagonalelemente + 4) und 
besteht endlich / aus lauter Elementen 1, so nennen wir (14) ein zu (dem n-stufig nor- 
mierten Basenpaar) (15), (16) gehörendes Körpersystem. 

Offenbar stehen die Matrizen (von gleichem Typus) M,, M, in der Beziehung, daß 
entsprechende Elemente in ihnen (d.h. solche mit gleichen Stellenzeigern) nur gleich- 
zeitig = 1 sein können. 

Zusatz (zu Satz 7). Bei festem n(Z 1) liege ein n-stufig normiertes Basenpaar (15), 
(16) und ein zu ihm gehörendes Körpersystem (14) vor. 

Dadurch, daß man (14) passend abändert, läßt sich erreichen, daß II aus lauter Ele- 
menten 1 besteht. Man betrachte dazu irgendein Element von II 


(17) M,= 








KS ; 
(18) (55 il kel..,e,j=n +1,...,0) 


ü 
I 


Wegen (5 +1 gibt es nach Hilfssatz 3 einen Körper K® (< KOK®) so, daß die linke 


170) 

Seite von (18) in 1 übergeht, wenn man K“ durch K ersetzt; wegen der Annahme über III 
behalten dabei offenbar alle übrigen Elemente von II ihre Ordnungen®), weiter bleibt auch 
(16) unverändert [vgl. *%)]. Nachdem man so nacheinander alle Elemente von II in A ver- 
wandelt hat, behalte man für (14), (15) die alten Bezeichnungen bei. 

Man reduziere dann M, ähnlich wie M,„ im Satz 7 mit dem Unterschied, daß man 
sich jetzt auf die multiplikative Eigenschaft des Artinschen Symbols (nach dem Nenner) und 
den Hilfssatz 3 stützt (stott der Sätze 4 bzw. 3). Das hat den Erfolg, daß an Stelle von 
KD,..., Kiew; BO, ..., Me) neue (aber gleichberechtigte) Elemente treten, so daß — in- 
dem für diese Elemente die «'ten Bezeichnungen beibekalten und auch die neuen K”,..., K'» 
als Unterkörper von K\”,... , K\n) gewählt werden — in M, die letzten r„ Diagonalelemente 
+ 1, alle übrigen Elemente -- 1 sind, wobei r, wegen obigen Zusammenhangs mit M,„ not- 
wendigerweise denselben Wer’ wie im Satz 7 hat, und (15), (16) ein (n + 1)-stufig normiertes 
Basenpaar bilden. Auch ist ';r, daß I und II unverändert aus lauter Elementen 1 bestehen. 

Insbesondere enthalten jetzt in Rücksicht auf (13) die ersten e,+, Zeilen von M,„ nur 
Elemente 1, d.h. 


22) Das kann für M, auch nicht anders sein, wie ein Vergleich mit M,„ nach der Definition des Symbols 
(K, C), unmittelbar ergibt. Hierüber wird bald näheres im Text gesagt werden. 


2) Sind nämlich K,, K„(n >m 21) und C beliebig, aber (=) = 1,00 sind 
Kn\ (Kr\ 
Er <ua 
offenbar von gleicher Ordnung (vgl. Hilfssatz 8). 
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K® 

(19) (5) =1 Gel... jwl,...,6). 
Da die BV) eine Basis von (B) bilden, so gilt (19) für jedes B statt B@), woraus nach Satz 1 
folgt, daß über K\),..., Kir je ein Körper KÜ)},,..., Kimi» existiert. 

Man bestimme solche Körper**) und setze sie in (14) für die K®,..., Kind ein. 
Diese KÜ,, enthalten vor allem auch die entsprechenden K'”,..., K“+), Weiter können 
dabei die Ordnungen der Elemente von M, in den ersten e,:, Zeilen höchstens zu | erhöht 
werden. 

“AU dies bedeutet ersichtlich, daß für die neuen (14), (15), (46) gerade die zu Beginn 
gemachten Voraussetzungen für n +1 statt n gelten. Ist man auf diesem: Wege bein = v 
angekommen, so ist das Produkt der Körper in (14) gerade der volle Klassenkörper zu $, 
da jene Körper alle unabhängig sind und das Produkt ihrer Grade gleich der Ordnung von 
9 ist. 

Bemerkung und Problem. Für unseren Hauptzweck (den Satz 7 nebst Zusatz und 
insbesondere für den Satz 5) hätte es genügt; das Symbol (K,C), nur für de C=B 
einzuführen. Es ist jedoch zu hoffen, daß man diese größere, wenn auch überflüssig 
erscheinende Allgemeinheit dazu verwerten kann, über die Produktregeln in den Sätzen 3 
und 4 hinaus weitere Eigenschaften zu erhalten. Solche habe ich in meiner Arbeit?) für 
den dortigen Spezialfall [vgl. ®)] gefunden und sie dort sehr gut anwenden können. 
Etwas ähnliches ist mir im allgemeinen Fall bisher nicht gelungen. 


82 

Wir beweisen obige Sätze und Hilfssätze in der angeführten Reihenfolge. 

Zum Satz. Hier und auch später soll g, eine solche Untergruppe von $ bedeuten, 
daß $/g, zyklisch von der Ordnung /* ist; für g, schreiben wir g, wie auch schon im Hilfs- 
satz 1. Dann sind die X, und g, einander eindeutig zugeordnet. Nach dem Monotonie- 
satz der Klassenkörpertheorie gibt es über einem X, dann und nur dann ein X,,,, wenn 
das K,„ zugeordnete g, ein g,+, enthält; demgemäß lautet Satz 1 in Anbetracht einer 
Eigenschaft des Artinschen Symbols so: g, enthält wenigstens ein g,;, dann und nur 
dann, wenn (B)<g, ist. 

Sei zuerst g.41 <g„ angenommen. Es gilt die Zerlegung von $ in Nebenklassen 
nach g,„+, in leicht verständlicher Schreibweise: 

(20) HU ++ Hr HN Agaın 
wobei X irgendeine Klasse ist. Dann muß gelten: 

(21) HH U rn 
Wegen (20) schreibt sich jedes B in der Form B = X'Y(Yeg,+)- Wegen B' = H, Y! e gası 
ist X4eg,,,, 1° ]i. Nach (21) heißt das Beg,, also auch (B)<g,, wie behauptet war. 

Um die Umkehrung zu beweisen, treffen wir noch ein paar Vereinbarungen, die 
auch für später gelten sollen. Mit (x) bezeichnen wir die Gruppe aller Charaktere von 
$, mit x irgendein Element von (x) und mit A, irgendein x der Ordnung /*; für A, 
schreiben wir ‘auch A. Bekanntlich?) sind die Untergruppen G von 9 und die Unter- 
gruppen G von (x) einander eindeutig zugeordnet, wenn immer G die Gruppe derjenigen 
X (€) bedeutet, für die alle Charakterwerte y(X) =1 sind (x€G). Dabei sind $/G und 


24) Im wesentlichen erfordert nur dieser aufsteigende Schritt bei jedem n eine neue Körperkonstruktion 
(nachdem man K(),,,., K(&) schon konstruiert hat). Obiger Zusatz lehrt, in welcher Weise man sich bei der 
aufsteigenden Konstruktion auf ein Mindestmaß an Arbeit beschränken kann. 

26) Siehe z. B. Hecke, Vorlesungen über die Theorie der algebraischen Zahlkörper, Leipzig 1923, 5. 36—38. 
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G isomorph. Insbesondere sind die g, und {A,} einander zugeordnet, wobei {...} die 
durch die eingeklammerten Elemente erzeugte Gruppe bedeutet. Weiter gehören (B) 
und-(x') zucinander, wobei (x!) die Gruppe aller x’ bedeutet. Wir betrachten einem 
Klassenkörper auch diejenige Untergruppe von (x) als zugeordnet, die der ihm zugeord- 
neten Untergruppe von $ entspricht. Diese Zuordnung ist wieder umkehrbar eindeutig 
und monoton. 

Nunmehr sei (B)=g,, d.h. {A,} <(x'), wobei {A,} und g, einander zugeordnet 
sind. Dann gilt A, = x’ mit irgendeinem x, und das bedeutet, daß dieses y von der 
Ordnung Irt!, also irgendein An+ı ist. Dann gilt {A,} < {A,4,}, und das bedeutet, daß 
das {A,+,} zugeordnete g,;, <g, ist. Hiermit ist Satz 1 bewiesen. 

Zum Hilfssatz 1. Wir nehmen zuerst an, daß es ein X, über K, d.h. eine Unter- 
gruppe g„ von g gibt. Dann gilt 

(22) 9H=M+X+ X +4 Kg, 
mit irgendeinem X in $. Hieraus folgt 

(23) g=it+X+XU He. 4 Kg. 

Nach (22) ist X’"eg,, woraus sich nach (23) 


(24) 27 
ergibt. Wegen (22) ist X’"" &g,, also nach (24) erst recht X" &g""", und das bedeutet, 
daß jetzt (4) gilt. 

Nehmen wir jetzt umgekehrt (4) an. Es gehöre g zur Untergruppe {A} von (x) 
[wobei also "= 1, A +1]. Weiter gehören g"" und 4'* offenbar zu den Gruppen g 
bzw. h derjenigen Charaktere x, für die x 'e{}} bzw. —=4 ist. Wegen (4) ist g + h, 
und das bedeutet, daß es ein y gibt, für das y”""e{A}, aber #1 ist. Dann ist y von 
der Ordnung /*, wegen {A} < {x} gehört also zu {x} ein g, (<g), d.h. X ist in einem K, 
enthalten. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Zum Satz2. Nach obigem sind die in (X), enthaltenen X und die {A} ein- 
ander zugeordnet. Hieraus folgt vor allem, daß (X), aus soviel Körpern besteht, wie 
(x)""” Untergruppen der Ordnung / enthält; deren Zahl ist in der Tat gleich (5), da (x) 
zu Ö isomorph ist. Weiter folgt, daß TI(X), zu der durch alle A" erzeugten Gruppe 
gehört. Da jedes Element (+1) dieser Gruppe wieder ein zei" ist, so bedeutet das, 
daß jedes X (<TI(X),) in (X), enthalten ist, wie behauptet war. Da also (K), die Menge 
aller Teilkörper /!-ten Grades von TI(X), ist, folgt aus (5) auch schon, daß es unter 
den Körpern der Menge (K), genau e, algebraisch unabhängige gibt, womit Satz 2 be- 
wiesen ist. 

Zum Hilfssatz 2. Wir beweisen zuerst, daß der Durchschnitt aller g, in einem 
festem g gleich g’"” ist (vorausgesetzt natürlich, daß es solche g, überhaupt gibt). 

Es gehöre nämlich g zu {A}(A#!=14,A +1). Obiger Durchschnitt gehört also zu 
der durch alle A, (AY' = A) erzeugten Gruppe. Diese Gruppe wird aber auch durch 
alle x (x €{A}) erzeugt, ist also gerade obiges g, genau wie im Beweis des Hilfssatzes 1. 
Da dies zu g""" gehört, ist die Behauptung bewiesen. 

Nun ist zur Existenz von (K, C), vor allem rotwendig, daß K zu (X), gehört. Da- 
her wollen wir diese Annahme machen; sie bedeutet nach Hilfssatz 1 das Bestehen von 
(4) für das K zugeordnete g. Wir betrachten ein beliebiges X, über K, oder vielmehr 
das zugeordnete g, in g, das ja jetzt wegen der Annahme sicher existiert. 

Wir wollen zuerst prüfen, wann (K,C)„=1 ist. Hierzu ist nach der Definition 
und den Eigenschaften des Artinschen Symbols notwendig und hinreichend, daß C in 
jedem g,, d.h. im Durchschnitt aller g, enthalten ist. Nach obigem haben wir dafür 
die Bedingung (7) gewonnen, womit der diesbezügliche Teil des Hilfssatzes 2 bewiesen ist. 
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Nehmen wir jetzt an, daß zwar (6), aber nicht (7) gilt. Da C eine !"-!-te Potenz ist, 
ist die Ordnung von (1) ein Teiler von !. Wenn wir also zeigen, daß (1) für kein X, gleich 1, 
d.h. C in keinem g, (<g) enthalten ist, so bedeutet das gerade, daß (K,C), existiert 
und #1 ist, wie das Hilfssatz 2 für diesen Fall behauptet. 

In der Tat läßt sich (22) auch jetzt annehmen, wobei dann auch wieder (23) gilt. 
Dann folgt 

S=MU+XH+XE +4 Kung, 
also nach (4) [vgl.’"2)]: 
gg Pan (1 + xe-ı + xan-ı +... xp, 
Da jetzt (7) nicht gilt, folgt hieraus Ce X"""g"" (1 sis1—1). Hier ist der erste 
Faktor nach (22) € g,, der zweite nach obigem <g,, u. also C & g,, wie wir zeigen wollten. 

Wir haben jetzt nur noch aus der Annahme, daß C«: 9" ist und (K, C), existiert 
und +1 ist, einen Widerspruch herzuleiten. In der Tat folgt dann für jedes g, (<g), 
daB C &g, und [wegen (K, C'),=1] C'eg, ist. Aus letzterem folgt sogar C!eg"". Dies 
und cc 9"",C &g, bedeuten der Reihe nach (hierbei gehört g wieder zu {A}): 

4) z(C') =1 für jedes y mit Y"”e{}}, 

2) A,-,(C) #1 für wenigstens ein A,-, (X, =1), 

3) A,(C) #1 für jedes A, mit U" = 4. 

Wegen 1) und 3) ist jedes A,(C) eine /-te Einheitswurzel. Also gibt es ein i derart, daß 
für ein A,_, aus 2) A,(C)A_,(C) =1 gilt. Nun gehört aber auch A,4_, zu den A, in 3), 
und das ist der verlangte Widerspruch. Damit haben wir den Hilfssatz 2 bewiesen. 

Zum Hilfssatz3. Wir führen die eindeutig bestimmten Körper K,.ı (< K,): 

„ı(<K/,) ein. Aus der Annahme folgt offenbar, daß 

=1für K,,. o=1für K,, 

Es bezeichne G die Galoissche Gruppe von K,„K;jk und X, den Durchschnitt 
von K,und K,.. Wegen der Annahme ist rn < m. Dann ist K„K}/k vom Grade I+"-® 
Man bestimme nun zwei Automorphismen «, # von K„K,/k so, daß & ein erzeugender 
Automorphismus für K„/k mit «" = 1 für K’, und ß ein solcher für K’J/K, mit ß=1 
für K, ist. Dann ist schon G = {«, ß}, und es gilt 

o= a", = B"" (a,b ganzrational, 4 a,b), 


also 
00 = „fra "a 
Wir setzen 
N a4?) 


und zeigen, daß G,= {r} eine Gruppe der verlangten Art ist. 
Da nämlich G/G, zyklisch von der Ordnung /* ist, gehört zu G, ein K/’. Weiter ist 
nach der Definition von oe und o und der multiplikativen Eigenschaft des Artinschen 


Symbols nach dem Zähler: a i 
(7) 
[7 


[23 
Da Ki’ <KuK,, ist also go = (#*) für Ki’, d.h. wegen g0.€6, gilt ($ 





) = 1, womit 


Hilfssatz 3 bewiesen ist. 

Zum Satz 3. Aus der Annahme folgt nach Hilfssatz 2 gleich auch die Existenz 
von (K”,C),, da nach Satz 2 mit K, K’e(K), zugleich auch K’e(K), gilt. 

Zum weiteren betrachten wir alle Unterkörper I-ten Grades KW,..., Kun 
von TI= KK’ [es sind dies K, K’ und alle K”, vgl. ")]. Dann läßt sich die restliche 








- 
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Behauptung auch so formulieren: Es sind entweder alle (K®, C,) = 1, oder dies gilt nur 
für ein einziges K®. Andererseits wird TT durch jedes Paar K®, KW (i + j) erzeugt, 
und daher genügt es, den Beweis dieser Behauptung nur für (X, C), = (K’, C), zu führen. 

Wir wählen zwei beliebige X, (2 K), K} (> K’). Offenbar gibt es dann über jedem 
K’” wenigstens ein K,)'(<K,K}). Ist jetzt (XK,C),=(K’,C),=1, so gilt nach der, 


Definition 
9-9 - 
a Br 5 
[2 


und hieraus folgt wie oben (*) = 1; also kann dann für jedes K”’ nur (K”,C), =1 


sein. Wenn dagegen (K,C),=(K’,C), #1 ist, sind 
d © 
Er AR 
Ku 


von der Ordnung !. Also gibt es nach Hilfssatz 3 ein K/’(< K,K)) mit (=) =1, 


und das bedeutet für dasin X’ und folglich auch in KK’ enthaltene X’, daß (K”’,C), =1. 
ist. Gäbe es noch ein zweites K’’(< KK’) mit dieser Eigenschaft, so würde. das vorher 
Bewiesene, angewandt auf dieses Körperpaar statt K, K’, zu einem Widerspruch führen. 
Hiermit ist Satz 3 bewiesen. 

Zum Satz 4. Die Existenz von (K, CC"), ergibt sich jetzt unmittelbar aus Hilfs- 
satz 2. 

Für das Übrige nehmen wir ein beliebiges K„(>2 K). Dann ist 


A - 


und das ergibt nach der Definition die Richtigkeit der restlichen Behauptung, wobei man 
zu berücksichtigen hat, daß alle drei Artinschen Symbole Potenzen desselben Auto- 
morphismus /-ten Grades von K,/k sind. 

Zum Satz 5. Wir. nehmen an, daß es über K ein K,_, gibt, da sonst von einem K, 
über K keine Rede sein kann. Wieder gehöre K zur Untergruppe g von &. Nach den 
Hilfssätzen 1, 2 ist dann (in leicht verständlicher Schreibweise) 

(25) BES" — gg" (+0) 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein (B, K),-, existiert und #1 
ist. Nach Hilfssatz 1 genügt es also zu zeigen, daß (25) dann und nur dann für kein B 
gilt, wenn 

(26) all 
ıt. 

Gilt nun (25) für kein B, so heißt das, daß die in der rechten Seite enthaltenen 
Nebengruppen aus lauter Elementen einer Ordnung > !? bestehen. Durch Potenzieren 
folgt daraus offenbar (26). 

Gilt dagegen (25) für ein B, so ist 

el +B+..+2, 
woraus $”" = g"*.d. h. das Nichtbestehen von (26) folgt. Hiermit ist Satz 5 bewiesen. 

Zum Satz 6. Wir dürfen nach Hilfssatz 2 gleich X € (K), annehmen, da sonst (K,C), 
nicht existiert. 

Setzen wir zuerst die Existenz von (K,C), voraus. Nach Hilfssatz 2 ist dann 
C= X", wobei X irgendeine Klasse ist. Existiert also irgendein (K’, C).-ı — was 
insbesondere für X’ = K sicher der Fall ist — und gehört K’ zu einer Untergruppe g’ 

Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 2. 12 
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m woraus nach Hilfssatz 2 in der Tat 


von 9, so gilt wegen X’eg’ auch Ceg 
(K', C).-ı = 1 folgt. 

Wenn aber (K,C), nicht existiert, so gibt es nach Hilfssatz 2 eine größte ganz- 
rationale Zahl r (O0 <r<sn—2) mit Ce$”. Im Faller <n — 2 sind wir ohne weiteres 
fertig, da dann nach demselben Hilfssatz (X, C),-, nicht existiert. Es bleibt also nur 
noch folgender Fall zu betrachten: C = X", wobei X eine Klasse ist, die keine /-te 
Potenz ist. Die Ordnung von X ist mindestens /"-!, da sonst C = H wäre, was ja unmög- 
lich ist. Es gibt also einen Charakter A, _, so, daß A,_,(X) eine primitive /""1-te Einheits- 
wurzel ist. Zu {A,_,} gehört eine Untergruppe g,-, von $, die dann in einem g enthalten 
ist. Letzteres gehört zu {AX}}. Es seien X’, K,_, die zu g,g,-ı gehörenden Körper 
(K’<K,.,). Nach Hilfssatz 1 ist g’"* + $”""*. Andererseitsist X&g wegen A, (X) +1, 
also offenbar C=X"?&g”"", Hieraus folgt nach Hilfssatz2 (K’,C),, +1, womit 
Satz 6 bewiesen ist. 

Zum Satz 7. Der im Satz beschriebenen Reduktion steht nichts im Wege, und wir 
dürfen somit gleich annehmen, daß M,„ schon reduziert ist. Es bleibt hiernach nur zu 
beweisen, daß im Fall r, = e, auch e,+, = 0 gilt, während im Fallr, <e, 

BW,,.., Bew; Kw ,,., Kom 
je eine Basis von (B),+, und (K),+, ist, woraus dann in beiden Fällen auch (13) folgt. 

Vor allem ist (K).4, < (K)., (Bla <(B).. Andererseits hat die Reduziertheit von 

M,„ wegen Satz 3 und 4 offenbar zur Folge, daß 

(X, B [Ke(K)„ Be(B),] 
bei festem K für alle B bzw. bei festem B für alle X dann und nur dann =1 ist, wenn 
K<s KW... Km bzw. Be {B,..., B“"""} ist. Aus dem ersten folgt nach Satz 5 
(angewandt mit n +1 statt n) wirklich, daß K),..., Km) eine Basis von (K),+., 
bzw. diese letztere Menge im Fall r, = e, leer, d.'h. e,+, = 0 ist. Schon hieraus entsteht 
(13). Weiter braucht nur noch der Fall r, < e, betrachtet zu werden. Aus dem letzteren 
folgt nach Satz 6 (angewandt mit n +1 statt n), daß (X, B),.+., für ein beliebiges 
Kl[e (K).+] und jedes B(e{B",..., Bw) existiert. Folglich ist 

{B®V,..., Bew} < (Bun- 
Wegen (13) gilt hier „=“, womit Satz 7 bewiesen ist. 
Der Zusatz (im $4) bedarf keines Beweises mehr. 





Eingegangen 28. November 1942. 





Die Klassenzahlformel für reelle quadratische 
Zahlkörper mit zusammengesetzter Diskriminante 
als Produkt verallgemeinerter Gaußscher Summen. 


Von Harald Bergström in Uppsala*). 





Einleitung. 
Für den reellen quadratischen Zahlkörper mit der Diskriminante d lautet die 
Klassenzahlformel bekanntlich: 
nib 
Mo; (.* ae 
(1) Ad? 





ne? a 


Dabei ist e die Grundeinheit des Körpers, in der eindeutigen Normierung e > 1, und 
a,b durchlaufen die je 4} p(d) positiven Zahlen aus dem absolut-kleinsten primen Rest- 


system mod. d mit (*) = +1, ye- 1. 


Da &* eine Einheit des Körpers mit e& > 1 ist, muß sich (1) in die Form setzen 
lassen: 


—— für d=1mod.4 


U+ Ya = son. Ne) — oz für d=0mod.4, d=4d, 
wo U, V natürliche Zahlen (im ersteren Falle mit U = V mod. 2) sind. 

Für den Spezialfall einer Primzahldiskriminante d = p hat Herr Hasse!) mit Hilfe 
einer Produktformel für verallgemeinerte Gaußsche Summen die Größen U, V tatsäch- 
lich explizit als ganzrationalzahlige Ausdrücke angegeben. Einer Anregung von Herrn 
Hasse folgend, will ich in dieser Arbeit die entsprechende Aufgabe für zusammengesetzte 
Diskriminanten lösen und so auch in diesem Falle eine rationale Methode zur Berech- 
nung der Klassenzahl gewinnen. 

Wie Herr Hasse komme ich durch Anwendung einer Produktformel für verallge- 
meinerte Gaußsche Summen zum Ziel. Ich verallgemeinere zunächst in $1 die Hasse- 
sche Produktformel auf den Fall eines zusammengesetzten Moduls d der Gaußschen 


*) Für eine kritische Durchsicht des Manuskripts, die zu mehreren Verbesserungen und za einer Ab- 
rundung der äußeren Form der Arbeit führte, bin ich Herrn H. Hasse zu Dank verpflichtet. 
ı) H. Hasse, Produktformeln für verallgemeinerte Gaußsche Summen und ihre Anwendung auf die Klassen- 
zahlformel für reelle quadratische Zahlkörper, Math. Zeitschr. 46 (1940), 808—814, insbes. 813. 
12* 
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Summen. Dies gelingt bei richtiger Wahl des Ansatzes durch im wesentlichen dieselbe 
Rechnung. In dieser Produktformel treten die gewöhnlichen Gaußschen Summen mit 
dem zusammengesetzten Modul d auf. In $2 stelle ich die bekannten Tatsachen über 
deren Wert zusammen, wobei ich die Beweise in einer den neueren zahlentheoretischen 
Gesichtspunkten entsprechenden Form kurz ausführe. Sodann führe ich in $3 die Um- 
rechnung der Klassenzahlformel (1) in die Gestalt (2) durch. Dabei sind die folgenden 
drei Fälle zu unterscheiden: 
1. d=Amod.4 | a) d nicht in positive quadratische Diskriminanten zerlegbar, 
en 3 b) d in positive quadratische Diskriminanten zerlegbar. 
2. d= (0 mod. 4. 


Nur im Falle 1a) führt die Umrechnung von (1) genau auf die Gestalt (2). Im 
Falle ib) tritt die aus der Geschlechtertheorie bekannte Tatsache in Evidenz, daß in 
diesem Falle h gerade ist, und es stellt sich von selbst die zu (2) analoge Formel für + e}* 
mit nicht näher bestimmtem Vorzeichen ein. Im Falle 2) resultiert (2) nur für + e* mit 
nicht näher bestimmtem Vorzeichen. Im Falle ia) setzen die gewonnenen Ausdrücke 
überdies die beiden aus der Geschlechtertheorie bekannten Tatsachen in Evidenz, daß 
in diesem Falle A ungerade und N(e) = +41 ist. Im Falle ib) ergibt sich entsprechend 
eine explizite Bestimmung des Vorzeichens von N(e”*), und im Falle 2) eine Bestätigung 
der aus der Geschlechtertheorie folgenden Tatsache, daß in diesem Falle stets N(e*)= +1 
ist. Die Ergebnisse der Umrechnung stelle ich zu Beginn von $4 nochmals übersichtlich 
zusammen und entwickle daraus ein numerisches Verfahren zur Berechnung der Klassen- 
zahl, das ich zum Schluß durch einige Zahlenbeispiele erläutere. 


$& 1. Die Produktformel für verallgemeinerte Gaußsche Summen. 

Es sei d eine natürliche Zahl, & die prime Restklassengruppe mod. d und 

$H eine Untergruppe vom Index k von ©, 
s 3 eine Untergruppe vom Index ! von $. 

Neben den festen Untergruppen 9, 3 liegt allem folgenden ein fester Charakter w 
von 9 zugrunde. Ihm entspricht eindeutig ein Charakter y von $, gegeben durch die 
Festsetzung: 

(3) y(z) =.w(x) für z in 9. 

Wir setzen: 

y(z) = 0 für x in &, aber nicht in 9. 
Dann ist ky der durch % induzierte reduzible Charakter von &. Seine Zerlegung in 
irreduzible Charaktere von & lautet bekanntlich: 


(4) y(2) -: 2 x.(2) für alle x aus ©, 


wo x,„ diejenigen durch y eindeutig bestimmten k Charaktere von & durchläuft, für die 
%.(2) = y(a) für x in 9 
gilt; die x, entstehen aus einem von ihnen durch Multiplikation mit den k Charakteren 
von &/$. Im folgenden haben y, x, durchweg die hier festgelegte Bedeutung zu den 
fest gegebenen 9,%, w. 
Wir setzen zur Abkürzung: 


Sie 
edz) =e?' für x aus Ö 
(und allgemeiner auch für nichtprime Restklassen z mod. d). Die zu einem Charakter x 
von © gehörigen gewöhnlichen Gaußschen Summen sind dann: 
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6) 1m) = Zu re)ea(ar), 


wo a ein Parameter aus © (oder allgemeiner auch eine nichtprime Restklasse mod. d) 
ist. Es gilt bekanntlich die Regel: 

(6) Tea(X, A) = xle)tr,(x,d) für c in ©. 
Eutsprechend definieren wir die zum Charakter von 3 gehörigen verallgemeinerten 
Gaußschen Summen durch: 

(7) T.(w, d) = en w(z)es (ax). 
Für sie gilt analog zu (6) die Regel: 

(8) lo, d) = w(e)-! r(w,d) für ce in 8. 

Wie bei Hasse l.c. $1 betrachten wir nun Produkte solcher verallgemeinerter 
Gaußschen Summen über den Parameter a, und zwar durchläuft a in diesen Produkten 
Repräsentantensysteme, die durch die zwischen 3 und & eingeschaltete Untergruppe 9 
in folgender Weise bestimmt sind. Es sei R ein Repräsentantensystem von /9 und 

R=r.+' + 
seine Zerlegung entsprechend den k Klassen, in die &/3 nach der Untergruppe 9/3 zer- 
fällt. Dann betrachten wir die k Produkte 


(9) O,(w, d) A d). 


Ist r ein Repräsentantensystem von $/% (etwa das der Hauptklasse entsprechende r,) 
und %,,...,w; ein Repräsentantensystem von ©/$, bei dem w, der durch tr, repräsen- 
tierten Klasse entspricht, so bestehen k Gleichungssysteme: 

(10) vr=1wW, 
wobei die I-gliedrigen Systeme r, rt, als einzeilige Matrizen aufgefaßt sind und die W, 
monomiale Matrizen aus $ bedeuten. 

Nach (8) hat man dann die k Beziehungen: 

(11) O,(o, d) = o»(W,)O,.: (o, d), 
wo w(W;) den Wert des Charakters » für das Produkt der ! Elemente #0 von W, be- 


deutet. Die Ausmultiplikation der k Produkte (9) wird dadurch auf die Ausmultipli- 
kation der k Produkte 


(12) O,(o, d) = „I Topir (w, d) 


zurückgeführt, der wir uns jetzt zuwenden. 
Trägt man die Definition (7) der verallgemeinerten Gaußschen Summen in (12) 
ein, so ergibt sich zunächst: 
O,.(o, d) = II 2, eawrz) 


rin z 


= 2, deu), 


wo r die als einspaltige Matrizen aufgefaßten I-gliedrigen Elementsysteme aus 3 durch- 

läuft und w(r) den Wert des Charakters » für das Produkt der ! Elemente von x bedeutet. 

Wir ordnen nun die erhaltene Summe über r zunächst nach den Werten des Teilers d 
der Restklasse rt mod. d: 

0,0, d) . £ MR a 7 0775 

zinY “ 


Jede einem festen Teiler d’ entsprechende Teilsumme ordnen wir ferner nach den Werten 


der Restklasse tg mod. d. Sei dazu € die Untergruppe aller x=1 mod. 5 aus ©. Sei 








94 Bergström, Klassenzahlformel für reelle quadratische Zahlkärper. 











weiter k(d’) = k’ der Index von H€ in ® und w,,...,%, ein Repräsentantensystem 
von &/H€’, das dadurch entsteht, daß man das Repräsentantensystem w,,..., %, von 


d 
®/$ auf ein größtmögliches Teilsystem mod. F7 inkongruenter Repräsentanten reduziert. 
Schließlich durchlaufe t ein Repräsentantensystem von H/HnE= HE/E, also ein 







d 
größtmögliches System mod. F7 in inkongruenter Elemente aus $. Dann liefert der 
Ansatz 





tr = wy!d’ mod. d 
eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Werten rg mod.d vom Teiler d’ 
und den Paaren j,t. Damit ergibt sich weiter: 


Ounlo, d)= 2 ai; elww;'td'). 






Aiıe 
alızw, td’ mod:d 
mod. 





Läßt man in der Summe über t die Einschränkung t mod. z fort, summiert vielmehr 





über alle it aus $, so hat man dafür durch die Ordnung !(d’) von $n €, d.h. die An- 





zahl der t = 1 mod. 5 aus 9, zu dividieren: 





1 
O,.(®, d)= Ä Id’) Arc ru nee 
zindg 
In der Summe über r nehmen wir nacheinander zwei Summationstransformationen vor. 
Erstens setzen wir = TY, wo T die durch tr = rT für t aus $ bestimmte monomiale 
Matrix aus ® ist. Dabei gilt einerseits: 


trr=tTy=trymod.d, 


o( ) e,(wwz"td') . 






andererseits: 





w(z) = w(Ty) = »(T)o(y) = w(!)o(y) = yli)oly), 
letzteres nach (3). Es folgt: 






2. od) =yl) 2, old). 
ıg=w, td’ mcd.d ıy=w, d’mod.d» 
zin . yin 





Zweitens setzen wir y = W,3, wo W, die in (10) definierten monomialen Matrizen aus Y 
sind. Dabei gilt einerseits: 








andererseits: 
o(y) = w(W,)!o(3). 





Es folgt: 






2 o(y) = o(W)! Z o(3). 
ni d’ mod. d u 





Mit der Abkürzung 








Re (w, d) ut? FAR 
zinY 








‚ as) 














erhält man als Ergebnis der beiden Summationstransformationen: 


Ola) = Er ZW Ryrlo DZ led". 


for 


mit 


Ist, 
hat 
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Hier ist die Summe über t die verallgemeinerte Gaußsche Summe zum Charakter y 
von $ mit dem Parameter ww;!d. Für sie gilt nach (4), (6): 


ei yli)e,(w; wid’) = 2b Tone; (9, d) = 2 : Tree; (X d) 


Damit wird: 
4 
Ounl®, 4) = Fr gr jAam)* 


und somit nach (11): 


14 zw) & x.(w,) =! 
O,(w, d) Am men je 2 o(W) ) R.,e(®, d). z X«(w; „)-1 Tal Im d). 


Führt man zur Abkürzung neben ‘den in (13) definierten Summen R,,.(®, d) die 
Linearkombinationen 


ie Kehle 


dieser Summen ein, so ergibt sich die sten Produktformel in der Gestalt: 





Rue(o, d) 





wi 1 a 2 Ta(X d) 
(15) 0,0, d) co kfu = P.«(®, Ans d) U(d’) 











Die in (9) definierten Produkte ©,(w,d) der verallgemeinerten Gaußschen Summen 
t,(®,d) stellen sich also als Linearkombinationen der gewöhnlichen Gaußschen Summen 
Ty(X., d) dar, deren Koeffizienten, von den Zahlnennern k,l(d’) abgesehen, die in (14) 
definierten Summen P,(w, x,; d) sind. 


$ 2. Bekannte Tatsachen über den Wert der gewöhnlichen Gaußschen Summen?). 


Die Berechnung der gewöhnlichen Gaußschen Summen (5) mit beliebigem Para- 
meter a reduziert sich nach der Regel (6) auf die Berechnung der in unserer Produkt- 
formel (15) auftretenden gewöhnlichen Gaußschen Summen 


1.2, 0) = £, a)edd'a) 
mit Parametern d’ |d. 
Sei erstens f der Führer des Charakters y. Dann gilt: 


(16) 7r(x,d) = 0, wenn ft 5- 


Ist nämlich f 5 so gibt es ein zu d primes i = 1 mod. 5 mit x(£) #1, und für dieses t 


hat man: 
Tax, d) = tal d) = Telr A). 
Sei ferner 
d=9:::4 
die eindeutige Zerlegung von d in Potenzen verschiedener Primzahlen und 
= a''' da 
die entsprechende eindeutige Zerlegung von x in Charaktere x, mod.g,. Dann gilt: 


2) Siehe hierzu etwa E. Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig 1923, $ 52, 
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n d n d n . 
(17) T7(x,d) = „I x(,,) Tr(Xn 9) = Bi Kr (1) A Ri TelXn 9,)- 


Sind nämlich e,,...,e, die Idempotente der direkten Zerlegung des Restklassenrings 
mod. d in die Restklassenringe mod. q,, . . . , mod. g,, so hat man: 


ten d)=  Z ,uaedd')= Zul) zuladeddiar ++ zu) 


- a ... A) “+ Anlzu)ed’erzı) -- - eld’enz,) 


=] Me 2 . x(z,)e(ld e,x,). 


v=1 
Weil e,= 0 mod. Q, und e,=1 mod. g, gilt, wo Q,= s = JI q, gesetzt ist, folgt weiter: 
v ur 


‚ & u , 
ind za d )= Henne 


v1 
n e, 


=II (2) TelXn g,) _ ri Qt Xn Ir)» 


v=1 


Es sei jetzt d die Diskriminante eines (reellen oder imaginären) quadratischen Zahl- 


körpers urd x der zugehörige quadratische Charakter, also y(z) = (2) er hat den Führer 


{= |d|, wobei noch zu berücksichtigen ist, daß y( —1)=-+1 ist, je nachdem d > ist. 
Dann liefert die Produktformel (17) leicht die Reduktion der Vorzeichenbestimmung 
der Gaußschen Summe r,(x,d) auf den Fall einer Primdiskriminante, und damit die 
bekannte Tatsache: 


(18) t(2,d) = Ya, 
wobei hier, wie im folgenden durchweg, die Quadratwurzel positiv-reell bzw. positiv- 
imaginär verstanden ist. Sei nämlich d = g%- - - 9% die Zerlegung von d in Primdiskri- 
minanten?). Die Komponenten x, der entsprechenden Zerlegung x = x: %, von x 


* . 
sind dann x,(z) = (2) Sei ferner m die Anzahl der negativen g/. Einerseits ist dann 


nach dem allgemeinen Reziprozitätsgesetz: 


n n * n * * Pr ei ri | 2 m gerade 
ee Re (ar ‚ 
Ir ur Iu u<» Qu] \9» cr (—1)? ‚m ungerade 


Andererseits hat man auf Grund der Gültigkeit der Vorzeichenregel (18) für Primdiskri- 
minanten: 


®) Unter einer Primdiskriminante verstehen wir eine solche, in der nur eine einzige Primzahl steckt. Die 
»— 
Primdiskriminanten sind p9* = (—1) 2 p für alle Primzahlen p + 2, sowie 4und +8. Jede Diskriminante d 
besitzt eine eindeutige Zerlegung d = q: ... % in Primdiskriminanten; diese entsteht aus der Zerlegung 
f=|al p 4, ***q, in Potenzen verschiedener Primzahlen, indem die Primzahlen g + 2 mit den Vorzeichen 
co 

(—1) ® versehen werden, durch die sie = 1 mod. 4 werden ; das Vorzeichen für die event. vorkommende Potenz 
q = 4 oder 8 liegt damit fest. Für Primdiskriminanten ist der von Kronecker gegebene Beweis der Vorzeichen- 
regel (18) der rein-arithmetischen Methodik unserer Untersuchung am besten angepaßt, da er unter allen be- 
kannten Beweisen mit einem Minimum an Analysis auskommt. Er benutzt aus der Analysis lediglich die Tatsache 
sin 2n& >0 für0 <&<}. Siehe die bei Hasse !. c. $ 1, 8 gegebene Darstellung dieses Beweises. — Der im Text 
anschließende Beweis von (18) für zusammengesetzte Diskriminanten (bisher nicht veröffentlicht) wurde mir 
von Herm H. Hasse angegeben. 
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im ya= (— 1? ya, m gerade | 


In q) = IV = - 
u Ya = (—1)? Vd, m N 
Aus (17) folgt hiernach in der Tat (18). 

Schließlich geben wir im Falle einer quadratischen Körperdiskriminante d noch die 
Werte 7,(x,d) für den Hauptcharakter x = 1 bei beliebigem Parameter d’ |d an. Nach 


(17) ist 


(1, d)= ua #(1, g,)- 
Man bestätigt nun ohne weiteres die Formeln: 


—1 für d’ ’ 
r.(1,p) = a —4 für “ 2 (qg = p ungerade Primzahl), 


0 für 2+d 
7.(1,4)=!—2 für 2|d, Ad} Q=4A), 
+2 für 4|d’ 


0 für 4+d’ 
u) =! 4 für sld,8ra! 
+4 für 8 |d’ 


Wie leicht zu sehen, folgt daraus: 
d\/, d , 
(19) et, = nF) RD, 
wo u die Möbiussche Funktion bedeutet®). 


$& 3. Umrechnung der Klassenzahlformel. 


Es sei fortan d die Diskriminante eines reellen quadratischen Zahlkörpers und x 
der zugehörige quadratische Charakter: 


x) (2). 


Wir müssen im folgenden die beiden Fälle d = 1 mod. 4 und d = 0 mod. 4 unterscheiden. 


Fall 4) d=1 mod. 4. 


In diesem Falle läßt sich die Klassenzahlformel (1) wegen 


it, x 
et = (—1)j’e® ? 1-11.) 


e x .x\\r2) 
-.h)-4-i]" 


wo x die 4 p(d) positiven Zahlen aus dem absolut-kleinsten primen Restsystem mod. d 
durchläuft. Nun gilt für die Multiplikation dieser Reste x mod. d mit 4 ersichtlich die 
Reduktion 


*) Man kann diese Formeln auch aus dem bekannten expliziten Ausdruck für das irreduzible Kreisteilung:- 





in die Form bringen: 


d 
polynom (der z tn Einheitswurzeln) gewinnen. 


Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 2. 
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3 = (— 1)” 2’ mod. d, 


wo x’ wieder diese Reste durchläuft. Damit wird 
x x i 
(20) «(;) -4d- )) = (Nr (el) (2). 
Da ferner wegen x(—14) = 1 bei jener Reduktion 
x(2) = x(2)x(z‘) 
gilt, erhält man einfach®): 
ee — s I, (es(2) — el — 2)”. 

Wir wählen nun in der Gruppe & der primen Restklassen mod. d die Untergruppen 
9,8, den Charakter », die Repräsentantensysteme R=1, +" +1, (W---, %ı) 
und r wie folgt: 

& die Untergruppe der x mod. d mit y(2) =1, also k=2, 

9 die Untergruppe der x= + 1 mod.d, also = }p(d), 

& der durch (+ 1) = + 1 gegebene einzige Nichthauptcharakter von $, 

R das System der }p(d) positiven absolut-kleinsten primen Reste x mod. d, 

t= tr, = a das System der }Y(d) positiven absolut-kleinsten primen Reste a mod. d 

mit x(J)= +1, 

t, = b das System der }9(d) positiven absolut-kleinsten primen Reste 5 mod. d 

mit x(b) = —1, 

(W,...,%,) = (1, w), wo wmod.d irgendein Repräsentant mit y(w) = —1 ist. 
Das System der monomialen Matrizen W, aus $ mit w,;t = 1,W, reduziert sich dann auf 
das Matrizenpaar (EZ, W), wo W durch 

wa = bW, W monomiale Matrix aus Restklassen + 41 mod. d 


definiert ist. In unseren Endformeln wird die einzige in der Wahl des Repräsentanten 
w mod. d noch liegende Willkürlichkeit herausfallen, indem im ersten Unterfall eine be- 
stimmte Wahl von w vorgeschrieben wird, während im zweiten Unterfall die sich ein- 
stellenden Ausdrücke in Wahrheit unabhängig von der besonderen Wahl von w sind. 


In den Ausdrücken ©,, (w, d), R,,a (©, d), P,.(®, x; d) unterdrücken wir im folgen- 
den die Angaben der durchweg festen w, d, schre'';on also einfacher ©,, ©,; R,«, Rex; 
P,a(xı Psa(x.). Es ist: 


Ru = er Bon a old) = ante mol. ee 

(21) i Me l= }p(d) 

Ru = Grm da ale) = bat + Ernis en 
zind et 














Für den Teiler d’ = 1, der im folgenden die wichtigsten Glieder liefern wird, lassen wir 
auch noch den Index d’ fort, schreiben also einfach R,, Rs; P.(x.): Pı(x.)- 

Mit den eingeführten Bezeichnungen läßt sich die Klassenzahlformel (20) in der 
‚Form schreiben: 


®) Die hier durchgeführte Umformung würde auch bei Hasse l.c. $ 2 zu einer kleinen Vereinfachung der 
Rechnung führen. 
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ER a „a, (es(a) —eu(— a)) 
s I, (eda) -d- 9-7 en) 


dinb 


d 2% (z)e(az) d (0,4) 8, 


12)” ne” © 
Da sich das Produkt 








8:9, =©, 
leicht ausrechnen läßt, setzen wir dies in die Doppelform: 


e& © 
22 FEER U nu, 
er a 
Da wir ©,, ©, selbst, nicht nur ihre Quadrate, explizit ausrechnen können, werden wir 
auf diese Weise die Doppelform in (2) und die zusätzlichen Aussagen über die Parität 
von h und das Vorzeichen von N(e*) erhalten. 


Berechnung von ©,. 
Es ist einerseits: 


= ‚a, (es(2) — &,(— 2)) = wo (2 sn?) = (—1)® P mit P>0, 


andererseits: 


[Hau 


ed— 2x ‚I, (e,(2x) — 1) =), 3)1 I, (1 — e,(2x)) 


zin® 
Aus den letzteren beiden Darstellungen folgt durch Multiplikation: 


6 

= u u aärkriminaate), 9 
Durch Hinzunahme der Vorzeichenregel aus der ersten (analytischen!) Darstellung er- 
gibt sich daher: 

ws 

23) = (—1) ; Vp für d= p Primdiskriminante ; 
(— y sonst 
Den von Hasse l.c. $2 behandelten Fall einer Primdiskriminante d = p lassen wir im 
folgenden beiseite. Wir haben dann also nach (22) und (23): 


(24) Erdr — (— 1)! = (— N mit 8,9, = (— 1), 


Berechnung von ©,, 9;- 


Der dem Charakter » von $ zugeordnete Charakter y von $ ist ein quadratischer 
Charakter, der gemäß (3) gegeben ist durch: 


1 für ar ®= A mod. d N 
v2) -[_ 1 für id = _1 mod. ;) ER 


®) Man bestätigt diese Tatsache auf Grund des bekannten expliziten Ausdrucks für das irreduzible Kreis- 
teilungspolynom und der Umkehrformeln für die Möbiussche Funktion. Sie ist äquivalent mit der bekannten 
Tatsache, daß für eine primitive d-te Einheitswurzel {; der Ausdruck 1 — {4 Primzahl der Norm p oder Einheit 
ist, je nachdem d Potenz einer Primzahl p ist oder mehrere Primzahlen enthält. 
13* 
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Die beiden y gemäß (4) zugeordneten Charaktere x%,, x, von ® unterscheiden sich um 
den Charakter x von & als Faktor. Da d keine Primdiskriminante sein soll, gilt nun 
jedenfalls 
«9 = 1 mod.d für alle x aus ©, 
wie man sofort bestätigt, indem man die Kongruenzwerte der Potenz links für die ein- 
zelnen Primteiler von d bestimmt. Wir haben jetzt die beiden schon in der Einleitung 
hervorgehobenen Unterfälle a) und b) des Falles 1) zu unterscheiden: 
a) d ist nicht in positive quadratische Diskriminanten zerlegbar. 

Das ist genau dann der Fall, wenn d = p,p, mit Primzahlen p,, pz = — 1 mod. 4 ist, 

b) d ist in positive quadratische Diskriminanten zerlegbar. 

Das ist der Fall, wenn entweder d = p,p, mit Primzahlen p,, p,z = 1 mod. 4 oder 
d Produkt von mchr als zwei Primzahlen ist. Entsprechend dieser Unterscheidung gilt 
nach einer analogen Schlußweise wie vorher: 

a) zr® — 4ımod.d genau dann, wenn (2) = 1, x,(2) = 1, 


na = (ZP), za -(ZP) 


die beiden Komponenten von x = x,%s entsprechend der Zerlegung d = pp, sind. 

b) z® = A mod.d für alle x aus ©. 
Daraus folgt für unsere Anwendung: 

a) y(z) = xıl2) = x%.(2) für alle x aus 9, 
d.h. die beiden Komponenten x,, x, von x sind gerade die Beil y gemäß (4) zuge- 
ordneten Charaktere von ©. 

b) y(z) =1 für alle x aus 9, 
d. h. p ist der Hauptcharakter von $, und die beiden y gemäß (4) zugeordneten Charak- 
tere vonÖsind , =1, 9% = g+- 

Wir müssen weiter für die Teiler d’ von d entscheiden, ob für die Untergruppe €&' 


d 
FT der Index X’ = k(d’) = [6:H@] = 2 oder 1 ist, und welche Ord- 
nung !(d’) der Durchschnitt $ n & hat. 

Es ist k(d’) = 2 oder 1, je nachdem @= 9 ist oder nicht. Da der erzeugende 
Charakter x von &/& den Führer d hat, trifft € <s $ nur für d’=14 zu. Es ist also 

n„_j2 fürd=1 
.. -[ für d’ + ı} 

Ferner hat man nach bekannten gruppentheoretischen Regeln: 


Ord.$ _ Ord.H 
TI IRITTZ 


= ga) A) _ 4a)Ka), 


via) 


wo 


aller x = 1 mod. 


[6:9 €] 
[G:€] 





Kd’) = Ord.ö$n® = 


, : fürd =1 
KA) = Ku für d’ + ı) 
Um die Formel (15) für die Berechnung der Produkte ©,, 9, auszuwerten, müssen 
wir ferner die Werte der Gaußschen Summen 7,(x,, d), Ty(%s, d) für die Teiler d’ von d 
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und für die zuvor bestimmten Charaktere y,, x, angeben. Wir entnehmen diese Werte 
den in $2 zusammengestellten Formeln (16)—(19) und fügen jedesmal gleich den in (15) 
auftretenden, soeben bestimmten Zahlnenner I(d’) bei. 


Unterfall a). 


Hier ist x,(z) -( 2 ) X(2) = (=>) Man erhält für die vier Teiler 
d= 1, Pı: Pa» d: 


[ TR 
a = xılpa)tı(Xu, Pı) * Till, p2) = — Zılpa) V— Pı 


d=1i a - 
TEE = zı(l, Pi) * Xalpı)tılXe Pa) = — Xalpı) V— Pa 


[ 12, (Xı, d) weR 0 
Kpı) 


Tn (Xu d) _ 1u(d, Pi). BT 
| Up.) Fl e(pı) Xı(Pı) Tp,( Ka P2) 2 Pa 





[10.(Xı, ) ni . ».(l, Pe) u Wh 
Up.) XılPa)T,(Xı, Pı) +9(p,) 2 V Pı 
7p,( X2 d) . 0 


| Kpe) 





Unterfall b). 
Hier ist x, =1, % = x. Man erhält: 
(1, d) et 
i Te 
d=i1| ln.) 
1X» A 
Ko mr 


tell, d) pr 
5 Ka 
tw(X, d) PER 
FR: 
Die in (14) definierten Linearkombinationen P,,.(x.); Ps,«(x,.) der Summen 
R,,e, Rs,« schließlich drücken sich im vorliegenden Falle folgendermaßen aus: 


d’ +1} 





Unterfall a). 


di 2 X.) R, + o(W) u! 
: Pyl X.) o{W) x.(w)R, + R, € 


u Adi Rus 
. ® i I %) .. w(W) a 
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Unterfall b). 


d=4 bin R, + o(W)R,, Pl x) 
Pl) =u(WR,+ A, Pia) 


d’ + 1 Pig or Re P,«{x) = 
P,,«(1) en v(W)R,,e, P,, de — o{W)R,, @ 


Damit haben wir alles zusammen, um die Produktformel (15) für ©,, ©, auszu- 
werten. 


Unterjall a). 
Es ergibt sich zunächst: 


9, = —+zılpo(R, + oW) uw) R,) V— Ppı —t2ulpı(R, + o(W) zw) R)V— Pa 
+ Rn Yy- Pa ann + RR,» y —Pı» ER 
9% = — Hl loW) WR, + R)VY—pı — +2Pılo(W) zuu)R, + R)V— ps 
+ o(W) x(w)R,, Pi Y- Pa + o(W) Xı(w)R,,», Y- Pı- 
Da nun x,(w)x.(w) = x(u) = — 1 und nach dem Reziprozitätsgesetz x.(pı) = — Xı(Pp.) 
ist, kann man im vorliegenden Unterfall den Repräsentanten wmod.d in folgender 
Weise eindeutig festlegen: 
w= p, mod: p,, = p, mod. p;- 
Dann ist 
Xılw) = xılpa), XalW) = XulPı)- 
Damit werden die Produktformeln: 
= 4— zılp)R,— w(W) R,+2R,,,.) V—P +H— aioR -—o(W)R,+2R,,)V— Pa» 
ber Pr H— w(W)R, 7er Xı(p2)R; + 20(W) Xı(p)R,,,»)V— 
+4-o(W)R, — zdOR, + 20(W) xp) R,,»,)V — Pa- 
Mit den Abkürzungen: 


(25) IP, = — Xı(pa) R, — o(W)R, + 2R,,m P,= — xp) R, — o(W)R, + 2R,,», 


hat man also: 

















26 un . 
(20) 0, = w(W) Xılpa) Pı V— Pı T Xılpı)PaV— Pr 





ii; Pl p + PaV—ps | 


Nach (24) ist nun im Unterfall a): 


Bee mit 8,9, =1. 


—ı2)h _ __ ©? 
(27) € =—08 = 3 


Daraus folgt: 


(28) [e-zor — HaıPi + Pe + PP, va 2 

 4pıP} + pP) — PıP, Val, 
Damit haben sich im Unterfall a) des Falles 1) für die U, V aus (2) die Darstellungen 
ergeben: 


(29) U=YpPi + pP) V=—x(2)P,P; 
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wo P,, Ps explizit durch (25) und (21) gegeben sind. Daß diese Ausdrücke ganzrationale 
Zahlen U, V mit U = V mod. 2 darstellen, ist ohne weiteres ersichtlich; denn nach (25) 
ist P}, = P, mod. 2, also P}= P5=0 oder 1 mod. 4 und nach Voraussetzung , =p, =—1 
mod. 4. Auch daß U > 0 ist, tritt in Augenschein, nicht dagegen, daß V > 0 ist. 

Die Formeln (26), (27) setzen die aus der Geschlechtertheorie bekannte Tatsache 
in Evidenz, daß ’m vorliegenden Falle die Klassenzahl h ungerade ist; denn aus diesen 
Formeln folgt: 





FA Hi, =F PıVpı + Pals, 


und der Ausdruck rechts ist sicher keine Zahl aus dem Körper von Yd. Aus der Form 
der Doppelgleichung (28) entnimmt man ferner die Vorzeichenregel N(&*) = +14 und 
damit weiter die ebenfalls bekannte Tatsache, daß im vorliegenden Falle N(e) = + 1 ist. 


Unterfall b). 
Hier werden die Produktformeln: 


[3 ut d 
©, = IulaR, + WIR) + HR, — oW)R)Vd + Zn (7) Rue, 
d+1 


ä d 
©, = Hua(R, + R) + K-oWR, + R)Vä + 2, (7) WR, «- 
+1 


Mit den Abkürzungen: 





d 
@0) |? = Mara, + mad) +2, Eulg) Rn Q= RM, 


“+1 








hat man also: 

9 = 4P+QYad), 

&% = Jo(W)(P — QyA)- 

Nach (24) ist nun im Unterfall b): 
4 
eu m Om &; mit 89, =1. 

Hieraus folgt, daß im vorliegenden Falle k gerade ist, wie aus der Geschlechtertheorie 
bekannt, und: 





(34) + em P+OVd_ m 








2 
P—g_yd 
Damit hat sich im Unterfall b) des Falles 1) ergeben, daß die Zahien U,, V,, die für den 
Exponenten $% entsprechend definiert sind, wie in (2) die Zahlen U, V für den Expo- 
nenten h, bis auf ein gemeinsames nicht näher bestimmtes Vorzeichen o die Darstel- 
lungen haben: 


(32) eoV,=P, oV,=—x(2)Q i 


wo P,Q explizit durch (30) und (21) gegegeben sind.. Daß diese Ausdrücke ganzrationale 
Zahlen U,, V, mit U,= V,mod. 2 darstellen, ist ohne weiteres ersichtlich; denn nach 
(30) ist P=(Q mod. 2. Dagegen tritt aus der Form dieser Ausdrücke nicht in Augen- 
schein, daß U,, Vu > 0 sind (bei richtiger Wahl von o). 

Aus der Form der Doppelgleichung (31) entnimmt man für den vorliegenden Fall 
die Vorzeichenregel N(e) = w(W). 
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Fall 2) d=0 mod. 4. 


In diesem Falle lassen wir in der Klassenzahlformel (1) die 2=a,b das volle 
kleinste positive prime Restsystem mod. d durchlaufen, oder also die Y(d) = 3 9(2d) 
positiven Zahlen aus dem absolut-kleinsten primen Restsystem mod. 2d. Wegen 


x(2) = x(— 2) = xld— 2) 
bedeutet das den Übergang zum Quadrat. Entsprechend zu (20) hat man also hier: 
(33) e9= II" (ed) — ed)”. 


Wir verstehen demgemäß jetzt die Bildungen ©, 9,9, o,R= a + b, w, W durch- 
weg für den Modul 2d statt des hisherigen d, wobei aber x nach wie vor der quadratische 


Charakter x(z) = () vom Führer d ist. Während wieder k = 2 ist, ist jetzt l = }o(d). 





Die zu (21) analogen Ausdrücke verschwinden für alle.ungeraden Teiler von 2d, weil ja 
ar, br als Summen von $9(d) =(0 mod. 2 ungeraden Zahlen notwendig gerade sind. 
Wir können uns daher auf die geraden Teiler 2d’ von 2d beschränken, wobei dann d’ 
wie bisher alle Teiler von d durchläuft. An die Stelle der Ausdrücke (21) treten dem- 
gemäß jetzt die folgenden Ausdrücke: 





= Pr I++.+% 
+0,24 +aj2j] =d’ mod.d 


(34) F) . 22 l u } p(d) 


+++. 








P2 
H bat tler mcd.d 
Zyen 2=+1 





Entsprechend zu (22) läßt sich die Klassenzahlformel (33) jetzt in der Form schreiben: 


8 © 
pl un un ze um zum post. 
gg Tara 
Für ©, findet man hier in leichter Abänderung der entsprechenden Rechnung für den 
ersten Fall (man beachte, daß & jetzt die prime Restklassengruppe mod. 2d ist): 


>00, 


4 für d = 8 Primdiskriminante 
in® 1 sonst ö 


= 1, en) = 7, ed) =| 


also entsprechend zu (23) 


e & fürd=8 ee) 
Ku . 


(36) 4 sonst 


Den Fall der Primdiskriminante d — 8 lassen wir vorerst beiseite. Entsprechend zu (24) 
haben wir dann also nach (26) und (36): 
1 
37 tn =—. 
(87) + &, 
Berechnung von ©,, ©;. 


Der dem Charakter » von 3 zugeordnete Charakter y von $ ist ein quadratischer 
Charakter, der gemäß (3) hier gegeben ist durch: 


y(z) = x” mod. 2d für alle x aus ©. 
Da d von der Primdiskriminante 8 verschieden sein soll, gilt nun: 
ir — 1 mod. 2d für alle x aus ©. 
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Daher ist y der Hauptcharakter von 9, und die beiden » gemäß (4) zugeordneten Cha- 
raktere x, % von Gsind „=1,9= x’). 


d 
€’ ist nach wie vor die Untergruppe aller x = 1 mod. z aus &. Da x den Führer .d 


hat, trifft € < 9 wieder nur für d’ =1 zu. Es ist also wie im ersten Falle 
n_jJ2frd=1 

| ua =|; für 31} 

Ferner hat man hier nach der entsprechenden Rechnung wie im ersten Falle: 


+’ ur Y(d) ’ 
tel. e(7) 


2 fürd =1 
Kd) = ; 
@) («,5) old’) für d’ +1 
Wir müssen weiter die Werte der Gaußschen Summen r,,(1, 2d), 7,,(x, d) für die 

Teiler d’ von d angeben. Offenbar ist nun 

T,+(1, 2d) = 2r,(1,d), 
und da x den Führer d hat, auch 

Tal 2d) u 27,( X d). 
Für die rechts auftretenden Gaußschen Summen r,(1,d), 7,(x,d) entnehmen wir aus 
den in $ 2 zusammengestellten Formeln (16)—(19) leicht die folgenden Werte, bei denen 
gleich wieder der in (15) auftretende, soeben bestimmte Zahlnenner /(d’) angefügt ist: 


t,(1, d) 0 


d=i1{ 


[tetl,d) _ (5) 
Ka) "Pe 

Ta (x d) = ö6 

| Ka’) 

Diese Werte sind für unsere Anwendung gemäß dem zuvor Gesagten noch mit 2 zu 

multiplizieren; beim Einsetzen in die Produktformel (15) hebt sich jedoch dieser 

Faktor 2 gegen den Zahlnenner: k = 2 fort. 

Die in (14) definierten Linearkombinationen P, (1), P,=(1); Pıx(x), Ps,«(x) 
drücken sich im vorliegenden Falle durch genau dieselben Formeln aus, wie oben im 
Unterfall b). 

Damit ergibt die Produktformel (15): 


©, = KR, — oWR)Vd+ Zuulg)Ruc, 


“+1 


d+1} 





0, = K-aW)R, + R)Vd+ Z,nlz)oMR.r- 
+ 


?) Dies gilt auch für den nachher noch zu betrachtenden Fall d = 8. Dann ist zwar die letzte Kongruenz- 
aussage nicht mehr für alle. z aus © erfüllt, aber doch noch für alle z aus $ (denn aus z = + 1mod.8 folgt 
z° = 1 mod. 16), und das genügt für die Folgerung über 4. 

Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 2. 14 
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Mit den Abkürzungen: 


(38) P= 
d 


d 
* 





ul4)R.r, @= RM, 











und d = 4d, hat man also: 


&,= P+QYd, ©, = uw P —QVA)- 
Nach (37) folgt hieraus: 





(39) +.*=P+0Yd, = w(W) 





1 
P—QY% 
Damit haben sich im Falle 2) für die U, V aus (2) bis auf ein gemeinsames nicht näher 
bestimmtes Vorzeichen o die Darstellungen ergeben: 


(40) ou=P,ov=—Q| 


wo P,0 explizit durch (38) und (34) gegeben sind. Daß diese Ausdrücke ganzrationale 
Zahlen U, V darstellen, ist ohne weiteres ersichtlich. Dagegen tritt aus der Form dieser 
Ausdrücke nicht in Augenschein, daß U, V > O sind (bei richtiger Wahl von 0). 

Aus der Form der Doppelgleichung (39) entnimmt man für den vorliegenden Fall 
die Vorzeichenregel N(e) = »(W). Nun kann man in diesem Falle (ähnlich wie im 
Falle 1a)) für den Repräsentanten w eine explizite allgemeine Auswahlvorschrift geben, 


nämlich etwa v=1 + r. In der Tat ist di + ;) = — 1; denn unter Beachtung der 


Tatsache 1 +uj=(i +5) mod.d für ungerades u folgte sonst z(z)=4 für alle 


z = mod. A im Widerspruch dazu, daß x den Führer d hat. Für die w=1 +3 ent- 
sprechende monomiale Matrix W aus % mit wa = bW läßt sich ferner der Charakterwert 


&{W) leicht bestimmen. »(W) ist das Produkt aus ebensovielen Faktoren — 1, wie es 




















unter den absolut-kleinsten Resten von a[t + ;) mod. 2d negative gibt, wobei a die posi- 


tiven absolut-kleinsten Reste mod. 2d mit x(a) = + 1 durchläuft. Nun hat man: 
a(! +5)=e +45 m. + 5 mod. 24, je nachdem a mu + 1 mod.4. 


Die zu zählenden Fälle sind demgemäß die mit einerseits 


<a <Zud « =—1mod.4 
oder andererseits | 
5 <a” <d und a’ = +1 mod.4. 

Da diese beiden Kategorien von Resten durch a’ = d — a’ umkehrbar eindeutig auf- 
einander bezogen sind, sind sie in gleicher Anzahl vorhanden. Daher ist die fragliche 
Anzahl gerade und somit »&(W) = + 1. Die gewonnene Vorzeichenregel besagt mithin, 
daß im Falle 2) stets N(e&) = +1 gilt, wie es auch leicht aus der Geschlechtertbeorie 
gefolgert werden kann?). 


®) Enthält nämlich d keine Primzahl p = — 1 mod. 4, soist (da d = 8 ausgeschlossen ist) die Geschlechter- 
anzah] mindestens 21, also h gerade, und daher N(eX)= +1. Enthält aber d eine Primzahl p = — 1 mod. 4, 
so kann zwar die Geschlechteranzabi gleich 2°, also h ungerade sein, es ist jedoch notwendig schon N (c) = +1. 





fi 
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In dem beiseite gelassenen Fall der Primdiskriminante d = 8 haben wir (37) gemäß 
(36) zu ersetzen durch: 


©, 
ct 
+ 2 


demgemäß (39) durch: 
1 
+rr=0 +4 P2= aM, —gpy7 


also (40) durch: 


wo P,Q wieder explizit durch (38) und (34) gegeben sind, und die Vorzeichenregel wird 
hier Ne) = — o(W) = —1. Fürd=8 ist !=2, a=(1,7), b=(3,5), und man 
findet unmittelbar 2, =0,R,= —1,R,,=0,R,,=3R,, =, al0Q=1,P=—2, 
und damit + &*=4— 2, also h=1 (und o = —1), wie es sein muß. 


&4. Berechnung der Klassenzahl. 

Durch unsere umrahmten Ergebnisse (25), (28), (29), (30), (31), (32), (38), (39), (40) 
wird die Berechnung der Zahlen U, V aus (2) und damit der Klassenzahl h auf die Be- 
rechnung der Summen R=R,,R,=R,, und R,. mit d’|d, d +1 zurück- 
geführt, wie sie in (21) bzw. (34) definiert sind®). Dabei tritt A, durchweg mit dem 
Vorzeichenfaktor »(W) behaftet auf. Nach der Rechnung in $1 vor (13) (zweite Sum- 
mationstransformation) ist nun o(W)R, , = R,.-. Es genügt daher, die dem Reprä- 
sentantensystem a entsprechenden Summen A,, für die Werte t=1,w-!, d’ zu be- 
rechnen. 

Für die numerische Durchführung dieser Rechnung ist es, wie wir nachher noch 
ausführen werden, zweckmäßig, den Parameter it nicht auf die angegebenen Einzelwerte 
zu beschränken, sondern ein volles Restsystem mod. d durchlaufen zu lassen. Wir be- 
trachten daher allgemein die Summen: 
en Rus en PA . nat Gifte 

zing 22 
mit beliebigem Parameter i mod. d, wobei für 
1), d=1mod.4: =1,1=}pld), a=(a,...,a,) das System der a mit 
d 
@) = +10<a< 3 
2) d=0mod.4 Z=4,1=}pld),a=(a,...,a;) das System der a mit 


(5) +40<a<a 


(22) | 








\ 


Nach der Rechnung in $ 1 vor (13) (erste Summationstransformation) gilt für diese 
ummen die Regel: 


R,,.« = y(a)R,,. für beliebiges a mit () =1. 


®) Für die Berechnung von Ah braucht man, wie schon bei Hasse l.c. in der Einleitung bemerkt, von 
den beiden Zahlen U, V nur eine, etwa V, zu berechnen, da die andere dann durch die Normrelation bestimmt 
werden kann. In den obigen Fällen 1b) und 2) kommen nun in den Ausdrücken für V nur die beiden Summen 
R. Ps vor, so daß man in diesen Fällen die Berechnung der Summen R,,«, ersparen könnte. Jedoch bedeutet 
das nach den folgenden Ausführungen für die numerische Rechnung keine Vereinfachung. 
14* 





108 Bergström, Klassenzahlformel für reelle quadratische Zahlkörper. N 


Auf Grund dieser Regel reduzieren sich für jeden festen Teiler d’ =(t,d) die Summen 
R,,. wesentlich auf . Typen. Diese Typen reduzieren sich für, d’ #1 noch weiter; 


bei Betrachtung mod. 7 € voreiniht sich nämlich die Klassenteilung ()- +1, ()- —1, 


weil ihr Führer d ist, ns entsprechendes gilt für die durch y erzeugte Unterteilung. Im 
einzelnen reduzieren sich die Summen AR, , wie man unschwer bestätigt, in den ver- 
schiedenen Fällen auf folgende Typen: 


1a) d=1mod.4,d =p,p, mi p,, Pa = — 1 mod. 4. 
+A = R,s, fürbeliebiges a; mit (,, 


—A=R,s_ fürbeliebiges a_ mit 


= 


; rPlaf|ea 


+B=R,:, für beliebiges b, mit (,,) = 


> 





—B= R,;,_ für beliebiges b_ ) 


f 


+ A,, = Ra,a,», für beliebiges «, mit 


— A,, = R,,s,, für beliebiges ß, mit —1(ß, = a, 4) | 


Be MR 


f 


ww: 


i 
+ A,, = R.,a,, für beliebiges &, mit a. +1 (0, = a,,.b_) 








— A,, = R.,a,, für beliebiges ß, mie (7, pr = —1(ß, =a,_, +) 


Für d’ =d wird R,.=R,. =, wie man leicht auf Grund der Summatinnstrans- 
formation t — — x bestätigt, unter Beachtung der Tatsache, daß hier ! ungerade ist. 


4b) d=1mod.4 nicht von der Form 1a). 
2) d=( mod. 4. 
A=R,, für beliebiges « mit (*) +1 
d=i . 
B=R,, für beliebiges b mit (6) 1 
d=+1 A,=R,,. für beliebiges c mit (c,d) =1. 
Aus der stets bestehenden Summenrelation v‘ R,.=0 folgt für die letzteren 


beiden Fälle noch die Summenrelation: 


ipla)(A + B) + 9 o(2) Ar ar 


+1 


zwischen den verbleibenden Typen A, B, A,, deren Analogon im ersten Falle in dem 
Auftreten der Paare entgegengesetzt gleicher Typen + A, + B, +A,, + A,, liegt. 
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Die verbleibenden Typen sind nun gerade die in den gewonnenen Klassenzahl- 
forme)n auftretenden Summen, eine Feststellung, welche die Gestalt dieser Formeln in 
neues Licht setzt. Mit den jetzt eingeführten Bezeichnungen schreiben sich die Klassen- 
zahlformeln folgendermaßen: 


1a) d=1imod.4, d=p,p, mi p,, Ps = — 1 mod. 4. 
(Reihenfolge Pr, Ps so, daß a +1, em u 1.) 
Pa Pı 
in ea n 


. d 
U =4p, Pi + pP), V=— (5) PıP, 


PR, =—(A+B)+24A,,P,=(A—B)+24A,. 
4b) d=1i mod. 4 nicht von der Form Aa) (und nicht Primzahl). 


er U + V,Vd 
2 


oU, = uld\A +B) + 14 u(2)4e oV,=— (5)(A —B), 


wo das Vorzeichen « = + 1. nicht näher bestimmt ist. 


2) d=0mod.4, d =4d, (und d+B). 
A=U+Vm 


’d 
oU A u(G)Ar, oV =—(A—B), 
wo das Vorzeichen o = +1 nicht näher bestimmt ist. 
Der Vollständigkeit halber fügen wir hier auch noch die bei Hasse l.c. $2 her- 
geleitete Formel für die Primdiskriminanten d = p des ersten Falles, sowie die oben 


gewonnene Formel für die einzige Primdiskriminante d = 8 des zweiten Falles an. 


1b) d=p=1imod.4 Primzahl. 
„urt 
2 


er 


U= (%) [a(A® — B) — DAB], V=A® + Bt, 


* 


wo a,b die durch die Zerlegung 
r = a? E b? 
mit den Normierungsbedingungen 
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b=0mod. 2, a+b= 1 mod. 4, 
ad, +b-b,---bk=0Omod.p 
eindeutig bestimmten ganzrationalen Zahlen sind. 
Dabei ist etwas anders als im vorhergehenden im =R,, B=R,, (statt 
o(W)R,ı = R,,„-.) normiert, um unabhängig von der Wahl eines Repräsentanten 
w mod. p zu bleiben; in diesem Falle reduzieren sich nämlich die allgemeinen Summen 


R,,. (mit t #0 mod.p) auf zwei Paare entgegengesetzter Typen R,,, =+4A und 
R,,., = @(W)R;,a, = + B, entsprechend dem biquadratischen Charakter von t mod. p. 


2)d=8,d, =2. 
Ad=U+ vy2 
mit 


d 
ei Hai u(z) Ar, 
A 


wo man numerisch das Vorzeichen zu o = + 1 bestimmen kann (s. 0.). 

Es ist recht merkwürdig, daß diese Formeln für Primdiskriminanten sich den all- 
gemeinen Fällen 1b) bzw. 2) nicht einfügen und sogar komplizierter sind. 

Die in den eben noch einmal zusammengestellten Klassenzahlformeln auftretenden 
Summen A, B, A, können nach den vorhergehenden Ausführungen in folgender Weise 


berechnet werden. Man bilde das System: a gemäß (42). Sodann bestimme man alle 


Lösungen z,,...,2; = +1 einer Kongruenz: 
Kar + tam)=a bzw. b bzw. d’ mod.d, 


wo a mit () = +4, bmit (5) — —4,.c mit (c,d) =1 beliebig gewählt sind. Über 


diese Lösungen nehme man die Zz, - -- x. In den Fällen ib) und 2) erhält man so ohne 
weiteres A, B, A,. Im Falle ia) erhält man +A, +3, +A,, + A,, je nachdem das 
gewählte a ein a,, b ein b,, c ein &, oder ß,, c ein «, oder ß, im oben definierten Sinne 
war; anders gesagt, man erhält so 


I) 


Wir entwickeln jetzt ein Verfahren, nach dem man diese Berechnung der Summen 
A,B,A,, d.h. der in (41) definierten Summen A,,, in jedem numerischen Falle ein- 
fach und mühelos durchführen kann. Wir gehen dazu in / Schritten vor, indem wir in 
der zugrunde liegenden Kongruenz 











(43) (+ +02) =tmod.d 
im ersten Schritt nur x,, im zweiten nur z,, 2, u. 8. f. bis schließlich im letzten Schritt 
alle z,,..., 2; das vorgeschriebene Wertepaar + 1 durchlaufen lassen, während die 


restlichen Usbeutiuenten jeweils den festen Wert — 1 haben. Dazu führen wir folgende 
Bezeichnung ein: 


Rs, = u nl Am... 
ash —ejmtmodd a ( nd) 
Zunu24j=tl 


Das Verfahren beginnt mit den Werten: 
(44) RD, =(—1), RO) =0 für t #1, mod. d, 


wo der feste Parameter i, durch 





de 





ne 
las 
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=, —'—a)=—L(a ++ a) mod.d 
definiert ist. Es beruht auf der leicht zu bestätigenden Rekursionsformel: 
(45) Ru = Ru” — Rocky 


Und es endet mit den gesuchten Werten: 
R», =R,.- 


Die Rekursionsformel (45) gestattet es, die Gesamtheit der A{?) aus der Gesamt- 
heit der AR" in einfacher Weise zu berechnen. Man entwerfe dazu ein rechteckiges 
Schema von 1 + ! Zeilen und d Spalten. Vor die Zeilen schreibe man die 1 + ! Ver- 
schiebungszahlen 0, 2£a,,...,2£a,, über die Spalten die d Restklassen 


t=0,1,...,d—1mod.d. 


In die nullte Zeile setze man die angegebenen Werte (44) der RP). Darauf berechne man 
mittels der Rekursionsformel (45) nacheinander die / folgenden Zeilen der RÜ),...., RP,deren 
letzte dann die gesuchten Werte A,, darstellt. Um eine neue A-te Zeile zu erhalten, hat 
man gemäß (45) die letzterhaltene (4 — 1)-te Zeile um 2{a, zyklisch nach rechts zu 
verschieben und dann von der unverschobenen (4 —1)-ten Zeile abzuziehen. Das kann ganz 
mechanisch geschehen, etwa durch Benutzung eines Papierstreifens: man überträgt auf 
ihn die entgegengesetzten zu den Zahlen der (4 — 1)-ten Zeile, verschiebt ihn um 2{a, 
nach rechts und addiert die übertragenen Werte zur (A — 1)-ten Zeile. 

Während die direkte Bestimmung der Summen (41) durch Berechnung aller 2’ Werte 
Kat, + +a,2) mod.d für 2,...,%x = +1 offenbar (1—14)2' einzelne Addi- 
tionen erfordert (die sich durch Zusammenfassen entgegengesetzter Lösungspaare noch 
auf (1 — 1)2°’ reduzieren lassen), kommt man bei dem geschilderten Verfahren schon 
mit der größenordnungsmäßig geringeren Anzahl von ld einzelnen Additionen aus. 

Wir wollen zum Schluß unser Verfahren und damit die Ergebnisse dieser Arbeit 
durch einige Zahlenbeispiele erläutern, und zwar wählen wir für jeden der in der Arbeit 
hervorgetretenen Fälle 1a), 1b), 2) ein Beispiel, mit nicht allzukleinen Zahlen, so daß 
die direkte Bestimmung der Lösungen der Kongruenz (43) und damit der Summen (41) 
für einzelne Werte des Parameters t zu mühsam sein würde, aber auch mit nicht allzu- 
großen Zahlen, damit das Berechnungsschema übersichtlich gedruckt werden kann. 





Bergström, Klassenzahlformel für reelle quadratische Zahlkörper. 


Fall la)d=3=11-3 
.. 8 10 13 
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a=(1, 2, 4, 8, 16), =5 
= —(1+2+4+8+ 16) = 2 mod. 33 
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A = R,ı =1, B=Rs=—1, Au=R.u=1, A=Rs=—I 
Dear Eh rt = P, =(A—B)+2Au=1+1+2=4, 
U-HnMtRPDH 243-6, 7 -—AA=S, 
= +4V3 = el, h=1. 








Bergström, Klassenzahlformel für reelle quadratische Zahlkörper. 


Fal2)d=40=8-:.5=4-10 
11. 13 17 19] 21 23 27 





+ + 





- + + 











a=(1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39), 1=8 
6= —}1+3+9 +13 +27 +31 +37 +39) = 0 mod. 40 


56 78 910 112 13414 1516 17 
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1 
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ult= 20 2122 2324 25 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 





—1 —1 

—1 —1 —i 
1 —1 +4 — 
2 —ı —10 5 —10 











A =.—10, B=—4, A,=5, A,=8, A=—A, 4A,=5, Au=$8, Ay=2, Au 18, 
U=A,—-A—AutAu=8—5—2+18=19, 0 V=—(A—B)=10—4=6, 
o=+i, & = 19 + 610 = (3 + Y10)? = e2, h=2. 
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Über Frenetsche Formeln, Poinsotsche Bewegungen 
und Gramsche Determinanten. 


Von Heinrich Tietze in München. 





1. Wird im n-disnensionalen euklidischen Raum (n > 2) ein cartesisches (z,...,)- 
Koordinatensystem zugrunde gelegt und betrachtet man die Kurve 
(1) = 1) = (all), . . - , Zul!) 
und die n orthogonalen Einheitsvektoren!) 
&lt) = (El), + - - 3 &inlt)) 
des begleitenden n-Beins, dann ist von den anschaulich ausgezeichneten Werten n = 2 
.und 3 fast noch der Wert n=3 zu klein, um das Wesen der die „Geschwindigkeits-Vek- 
toren“ &;(t) mit den Vektoren £;(t) verknüpfenden Frenetschen Formeln so klar ersichtlich 
zu machen, wie es bei nicht-spezialisierter Dimensionszahl n der Fall ist. Bei beliebigem n 
wird insbesondere deutlich, was die Bewegungen des begleitenden n-Beins gegenüber all- 
gemeinen Bewegungen eines starren Körpers um einen festgehaltenen Punkt auszeichnet, 
sowie die Rolle, die die Gramschen Determinanten der abgeleiteten Vektoren 
N) = (N), . .., N) =1,2...) 
nicht nur bei der Orthogonalisierung dieses Vektorensystems, sondern auch in den For- 
meln für die n —1 Krümmungen der Kurve spielen. Die Hervorhebung dieser Gesichts- 
punkte mag die folgende Darstellung, enthalte sie auch inhaltlich nur in anderer Form 
Bekanntes, rechtfertigen. Auch ist auf die Beziehungen der Differenzierbarkeits-Eigen- 
schaften der Krümmungsfunktionen mit denen der Kurve (vgl. $4, Nr. 12, Satz 2 und 
$5, Nr. 17, 18, Satz 3) etwas näher, als dies gewöhnlich geschieht, eingegangen. 


$& 1. Gramsche Determinanten. 


2. Mit o=(0,...,0) bezeichnen wir den Nullvektor. Wie üblich nennen wir r 
und y orthogonal, wenn das skalare Produkt ry = $& z,y, den Wert null hat, und wir nennen 
m Vektoren t,, - - - , Z, linear-unabhängig (oder kurz „unabhängig‘‘), wenn die Beziehung 
Ct ++ Cam = 0 für kein anderes Faktorensystem der C, außer C, =(,..., 
C„=0 gilt. Im besonderen Falle m = rn nennen wir ein System von n unabhängigen 
Vektoren x, ein „positives“ oder „negatives“ (dem System der n Grundvektoren 
(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),... des Koordinatensystenis?) gleichsinniges oder ungleich- 


1) Wegen der Bezeichnungen und (vor allem) wegen der damit verknüpften Auffassungsweise sei auf 
W. Blaschkes klassisch gewordenes Werk über Differentialgeometrie verwiesen. 

») Vgl. hierzu eine Bemerkung in der Note „Über spezielle Simony-Knoten und Simony-Ketten mit vor- 
geschriebenen singulären Primzahlen. I.“ in den Monatsheften f. Math. u. Physik 51 (1943), S. 2, Ein- 
leitung, Anm.3, wo die Bezugnahme auf erfahrungsmäßige Unterscheidungen („Rechts“-system, „Links“- 
system), als innerhalb der reinen Mathematik doch wohl nicht sachgemäß, abgelehnt wird. 
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sinniges) „„n-Bein‘, je nachdem die Determinante 


(2) Min.) ln. Zu luan...n 


positiv oder negativ ausfällt. 
3. Als Sonderfall der Determinanten 


@) Elan. 


ergeben sich die Gramschen Determinanten 


Me r ee). 
(4) (k Em) Re 


Unterwirft man die x, einer linearen Transformation 


L, = Ebusı mit der Determinante B=|b,|, 


1 Dal RE 


und für die y, gilt das analoge®). Insbesondere ändert sich (3) nicht, wenn zu einem 
der Vektoren r, (bzw. h,) eine lineare Verbindung der übrigen x, (bzw. y,) addiert wird; 
dasselbe gilt für (4). Werden die a,, so gewählt, daß die a,,= 1 und je zwei der Vek- 
toren &, = at +" +a,r, (ls u<sm) orthogonal ausfallen®), dann wird 


(5) Tg, > Me, > (8181) (inf). 


Es stellt (5) das Quadrat des m-dimensionalen Inhalts jedes der beiden m-dimensionalen 
Parallelepipede dar, die von den Vektoren r,,..- , Im bzw. &,...,£,„ aufgespannt 
werden?). 

Im Falle m = n ist (4) gleich dem Quadrat von (2), also (2) gleich dem mit + 1 


oder — 4 multiplizierten n-dimensionalen Parallelepiped-Inhalt®) yr 4 4 a 


») Für T,,= fie A -) F,ı= Flew:..,2m) und F,,= Flyu...,9m) gilt (TS Tl. 


1 +++, dm 


T,a 
v F,ılza 
des Winkels zwischen den m-dimensionalen Räumen & und 9) angesehen werden, die von den x, bzw. den y,„ 
aufgespannt werden. Falls £ und 9) einen d-dimensionalen Durchschnitt 8 haben, der von den Vektoren 
du+-+»34 Aufgespannt wird, und es bilden (zu..., 2m) = (Ep+.:,Zpän:---,34) in X, analog 
(Ya... 9m) (Yan +» Dpnän- ++» du) 
in 9) ein orthogonales System von Einheitsvektoren (p = m — d), dann ist 
nd ne 
Yarıı., dm Yar-..,dp 
*) Neben dieser „einfachen‘ Orthogonalisierung betrachten wir in $ 2 eine „normierte‘‘ Orthogonali- 
sierung. 
5) Falls die Vektoren x,,. . , £m nicht unabhängig sind (und dann notwendig unter den £, der Nullvektor 
auftritt) erhält (5) den Wert 0. 


und es kann, falls x,...,Zm desgleichen Y,,...,Y, unabhängige Vektoren sind, als Cosinus 


” 
®) Wie dies fürs Reelle wohl das Zweckmäßigste ist, werde für a > 0 unter Ya (analog Ya) die nicht- 
negative Wurzel verstanden. Es ist ein merkwürdiger: Pleonasmus, wenn manche, die + Ya schreiben, dann 
außerdem noch das Zeichen Ya doppeldeutig auffassen. 
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& 2. Orthogenalisierung”). 
4. Seien %ı,--.,£_ unabhängige Vektoren (ism<on) und seien m Zahlen 
Ey +++, &m, Jede gleich + 1 oder —-1 gewählt®). Wir setzen 
r, = 1, Tr, ae Fix ...; £,) = Eu 
unter T.,, die Adjunkte des Elements r;r, in der Determinante T, verstanden. Stellt 
man sich nun die Aufgabe, m orthogonale Einheitsvektoren?) £&,,...,£,„ (also mit 
&E, = 64 für ı,k= eV 
wo ö,, = 1 oder 0, je nachdem i=k oder i + k ist), so zu bestimmen, daß 
(9) & er A,ıkı + Bi r Aynku 
ist und dabei a,, das Vorzeichen e, hat (e,a,,> 0), dann ergibt sich als eindeutig be- 
stimmte Lösung dieser Aufgabe 19) 
tıtı 
1 [2 
(10) ) par Efeu =2 TuunEr En TER u N 
Eme ++, Eu 
Für „=1 wird age aus (10) die Gleichung M,a&= = r,, was sich damit 


deckt, daß offenbar a,, = 7 ist. Seinun 1 <As m und wird (10) als gültig an- 
Eıkı 


genommen für alie u, die < A sind, — woraus sich ergibt, daß für alle amittisu <A 
eine Darstellung 


.”) Die in Nr. 4—7 betrachtete Orthogonalisierung ist auch in anderen Gebieten wohlbekannt. So kann 
- man unter den x...» Zm und £&,,...,£,m an Stelle von Vektoren auch Funktionen einer variablen Stelle v in 
einem (ein- oder mehrdimensionalen) Bereich ® verstehen, und von den gegebenen x, voraussetzen, daß 


C++ + Cmim = 0 
für konstante C; und alle v nur gilt, wenn alle C; = 0 sind. Bei zwei Funktionen r, y werde dann das skalare 
Produkt xy durch [ z(v)y (v)dv ersetzt. Wieder gelten dann die Formeln (10) und (11), (21), bzw. (6) und ( 


für die normierte bzw. für die einfache Orthogonalisierung ; vgl. hierzu Erhard Schmidt, Entwicklung willkür- 
licher Functionen nach Systemen vorgeschriebener, Diss. Göttingen 1905, $ 3 sowie die dort zitierte Abhandlung 
von J. P.Gram, Ueber die Entwicklung reeller Functionen in Reihen mittelst der Methode der kleinsten Qua- 
ärate, Crelles Journal f. Math. 94 (1883). 
.®) Üblicherweise werden, wenigstens für u < n, alle e, = +1 und nur = +1 oder = — 1 gewählt. 
Die obige Einführung der e, ergibt eine gewisse, wenn auch nicht sehr wesentliche Vereinheitlichung der Formeln. 
®) Bei der in Nr. 8 erwähnten „einfachen“ (nicht „normierten‘‘) Orthogonalisierung wird nicht &,£, = 1, 
sondern a,, = 1 verlangt. Fordert man allgemeiner a,, = e,, so treten an die Stelle von (10) und (11), (21) 
’ die Gleichungen 
(6) Fu-ıeuu = ri run ). 


Eis ee rn Eu Eu 


£ v2... up £ &£, 
2 - £rfe )r 
® um, & ee E 


vi 
mit | 
(8) !y-ı > (EuE,) u y 
10) Im, Hinblick auf (3) könnte man die rechte Seite von (10) symbolisch 


r{& Be FRETe | ) 
Ep er. 9 Eyon Eu 
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(11) 7" u uf + TE, + b,,&,: 
gilt und daß in (9) 
(12) 
und wegen a,,b,, = 1 in (11) 
(13) 
ist, — dann folgt aus (11), daß 
(14) wh=0fürisu<i 
ist; um nun die Koeffizienten a,,..., a, in 
(15) H=anht ‘+ audı 


zu bestimmen, bilden wir das innere Produkt von (15) zunächst mit #£, und hierauf mit 
tr, für a=1,...,A, woraus zunächst (unter Beachtung von (14)) 


ı 
(16) 1= aut, ua Dorn 
2a 


und hierauf (unter Beachtung von (14) und (16)) 


ö 
= = Aulkutı) +++ a(z,tı) (u u 1, Er 1) 


folgt. Wird dies als lineares System für die Unbekannten a,, auf den rechten Seiten 
aufgefaßt, so erhält man durch Auflösung z. B. für a,, die Gleichung 


0, Ile, 


Fa 


4 
Au 


Taaı = y Ulm ++, K-ılıl = 








a,’ Ela + «+, Lalı 


und analog allgemein 


für v= A also 


und 
(17) &/Fı-,fı = Tan. 
Durch Multiplikation von (15) mit (17) ergibt sich daher 


f 
Yr.fTıafdı = = Tann 


womit (40) durch vollständige Induktion für 1 S #« Ss m bewiesen ist. 

5. Natürlich genügt es zum Nachweis der Formeln (10) auch, sobald man sich von 
der eindeutigen Bestimmtheit der £, überzeugt hat, an diesen Formeln direkt zu be- 
stätigen, daß die £, allen gestellten Forderungen genügen. Hierzu entnimmt man aus (10) 
zunächst durch Multiplikation mit x, für jedes A < u 


(18) u,=0 (SsA<asm), 
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hierauf durch Multiplikation mit r, 
(19) Vr,-(r, EukuEu von f (1 Ss di Sm); 
schließlich durch Multiplikation mit YT,-,T, &,£, 
Fl, = Vr,-(T, Eu P: U sun) Erky 
also gemäß (18) und (19) R 
u IT, u Tr, = Tl. 
Es ist also £,£, = 1 und wegen (18) für A < u 


} i 
27 ri; ayE, =(; 


gemäß (10) ist außerdem 
vr,,r, El = Tun = Tu-ıs 

also e,a,, > 0. Alle Forderungen an die £, sind also tatsächlich erfüllt. 

6. Im Falle m = n werde noch unter o das Vorzeichen von A = Altr,,.. . , £,) ver- 
standen, d.h. es sei o = .+ 1 so gewählt, daß oA > 0 ausfällt. Aus (9) folgt nun 

Men. .,66) = Aaykı +, Ama) = Ar And 

und somit, da die linke Seite nur = +1 oder —1 sein kann, Al(&,,...,&,) = &:*: &,0. 
Daher gilt 

(a) Das zu n unabhängigen Vektoren t,,.. . , £, gemäß (10) bestimmte System von 
orthogonalen Einheits-Vektoren £,,...,&, bildet dann und nur dann ein positives n-Bein, 
wenn 


(20) &,=0 
ist. 
7. Wir haben (vgl. (11)) z, =£ b,,&, gesetzt (b,, = O für A> u), und dabei zwecks 


späterer Verwendung die Formel (13) für b,, aufgestellt. Doch lassen sich, nebenbei 
bemerkt, sämtliche b,, leicht angeben, nämlich vermöge b,, = z,£,, woraus sich gemäß (10) 


2 & 4 & Ip++ +, L-n 
(21) bi yr ur,‘ = Ta Lt, a Yr-Mif: r (fe ..., dm 


ergibt. Daraus findet man für jeden Vektor y = Z A,„r, unter Beachtung von 
vy= 


5 A Den nt 
u, £ E 


v-1 In +++, -nm In +++, Em 
die Darstellung?!) r 


m ... - $ı 
py) ui r ( ‚ %-n } FE. 1 
(22) u F\ En +++ 3 dan 2 YTı-ılı 


2) Man folgert hieraus: Wenn von den n Vektoren z,..., 2, die Vektoren £,..., Zn, unabhängig 
sind, dann gilt für jedes4a =1,...,» die Gleichung x, = P: b,2°, mit den gemäß (21) bestimmten Koeffizienten, 
gleichgültig, ob 7, von £u,...,Zu-ı unabhängig ist (wo dann alle £; sich aus (10) bestimmen), oder ob 
„= Z Ayt, ist (in welchem Falle &,..., &,-ı aus (10) bestimmt werden, &, aber als zu allen Vektoren 


Ep +++, &u-, Orthogonaler Einheitsvektor gewählt wird). Denn im letzteren Falle braucht man nur Formel (22) 
für y= z, anzuschreiben, um zu sehen, daß die b,; auch dann durch (21) gegeben sind. 
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$& 3. Die Ergänzung zu n — 1 Vektoren. 


8. Zun—1 Vektoren 1, = (2,1 :::, 2m) (=1,...,n —1) wird die vektorielle 
Ergänzung (im Falle n = 3 bekannt als Vektorprodukt r, X t,) gefunden als derjenige 
Vektor r„, dessen Koordinaten 2%,,,... , 2}, gleich den Adjunkten der letzten Zeile in 
der Determinante 


Alt, “..3&n-h y) 


In-1,u 
Yı ; ... 


sind. Man kann das auch so ausdrücken: für jeden beliebigen Vektor y = (y,, - - . , Y,) ist 


(23) Altı, +3 &n-1 9) = End. 
Offenbar gilt 


ferner £, = 0. allemal — und nur dann, — wenn L,::-.,Zu-ı linear-abhängig sind 
Wegen (24) ist, wenn wir wieder T(r,,...,2,)=[T, setzen, 


(25) r, Br. a (nk); 
und da (vgl. Nr. 3, letzter Absatz) T, = (A(rı,... 2,))? und gemäß (23) 


(26) Mk. ., 2) = Luln 
ist, so folgt aus (25), daß (z.2.)? = T,-(zu2,) und daher (u. zw. offenbar auch für 
„= 0) 

(27) (Ent) = Min» » +» Eu-ı) 


ist; d.h. die Länge von x, ist gleich dem (n —1)-dimensionalen Inhalt des durch 
In+++ 5 Zu-ı aufgespannten Parallelepipeds. Bei linear-unabhängigen £,,- - - , &u-1, WO 
dann x, + 0 und 1,1, > 0 ausfällt, ist aus (26) ersichtlich, daß Alt,,---, 2.) > 0 ist, 
die X, --- , Z, also ein „‚positives‘‘ n-Bein, d.h. ein zum System der Grundvektoren des 
Koordinatensystems gleichsinniges n-Bein darstellen. Die vektorielle Ergänzung r, kann 
also als der durch (24), (27) und die eben genannte Gleichsinnigkeit festgelegte Vektor 
definiert werden. 


9. Nimmt man im besonderen für die x, («=1,..,n—1) ein System von paar- 
weise orthogonalen Einheitsvektoren &,.. - , &,-1, 30 wird 


Me, ...; &-1) Er (£181) aa (&u-18.-ı) =1, 


und die vektorielle Ergänzung wird gleich demjenigen eindeutig bestimmten Einheits- 
vektor £,, der zu allen Vektoren £&,,...,&,-ı orthogonal und in seinem Richtungssinn 
so gewählt ist, daß &, ,...,£, ein positives n-Bein ergeben. 

Daraus, zusammen mit Satz (a), Nr. 6, ergibt sich 

(b) Wenn n ---1 linear-unabhängige Vektoren X, x: - , £u-ı gegeben sind, dann erhält 
man dasselbe System von orthogonalen Einheitsvektoren &,,... , &,, ob man nun zu den X, 
gemäß (10) dien —1.Vektoren &,.. . ‚&,-ı und zu diesen Vektoren den Vektor £, gemäß 
Nr.8 als vektorielle Ergänzung bestimmt, oder ob man irgendeinen von den Yı,-- : , Kn-ı 
linear-unabhängigen Vektor x, wählt, hiezu o = +1 aus oAlt,,..., £) > 0, sodann e, 
aus der Bedingung (20) gewinnt und nunmehr alle n Vektoren E,,...,&, gemäß (10) be- 
slimmt. ' 

Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 2. 16 
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8 4. Bewegung eines starren Körpers um einen festen Punkt. Schmiegungsbewegung. 


10. Die Vektoren 3;(1) = (zult), - --,2m(t)) (de =41,.:.,n) mögen für jeden Wert 
der „‚Zeit‘‘ t (etwa innerhalb des Intervalls t, St Ss 1t,) ein ae System von Ein- 
heitsvektoren bilden, es seien also, wenn 

(28) - Par = ddr — du 
gesetzt wird (d&,, = 1 oder = 0, je nachdem i=k oder i+k), die p,, konstant = (0. 
Die 3,(t), mit einem starren Körper fest verbunden gedacht, kennzeichnen also dessen 
Bewegung, um den dabei fest bleibenden Anfangspunkt (Poinsot-Bewegung). Der 
Endpunkt von 3;(t) beschreibt eine sphärische Kurve; der „Geschwindigkeits-Vektor“ 
31(t) habe die Koordinaten c;, = c;(t) in demjenigen cartesischen Koordinatensystem, 
dessen Grundvektoren 3,(2), - . - , 3„(£) sind; es sei also 


(29) 3) = Leu 
woraus 
% 5 = Cu 
und 
(30) 0=Ppia= dr + ud = 00 + Cm 
also die schiefe Symmetrie der Matrix C = (c,,) folgt !?): 


0, m Gm++- 
Ben Co 0, (93; ... 


— (13 (93 0, 


Dabei mögen die Vektoren 3,(1) (d.h. die sämtlichen Funktionen z,,(t)) stetig-differen- 
zierbar vorausgesetzt werden, woraus sich dann die Stetigkeit der auftretenden c;;(t) 
ergibt. 

11. Daß der Matrix (’ außer der schiefen Symmetrie allgemein keine weitere Eigen- 
schaft zukommt, ergibt sich aus folgendem 

Satz 1. Seien die co, = cut) im Bereich t, St<st, als stetige, den Bedingungen 

(31) rt eu = 0 

genügende Funktionen gegeben. Dann gibt es stets solche Bewegungen eines mit einem starren, 
im Anfangspunkt festen Körper verbundenen Systems von n orthogonalen Einheitsvekioren ;,, 
daß für die zugehörigen Vektoren ‚ii für jedes t die Gleichungen (29) mit den vorgegebenen 
Koeffizienten c,, gelten. 

Um dies zu beweisen, brauchen wir nur das System der mit (29) gleichwertigen 
linear-homogenen Differentialgleichungen 


(32) 


(unter Berufung auf den Existenzsatz) zu integrieren, u.zw. (%, gende gemäß 
t, <ty <t, gewählt) für ein solches System von Anfangsvektoren 3;(4) = % bzw. von 
Anfangswerten z,,(1,) = z),, daß für dieses Anfangssystem die Gleichungen 


12) Wird nur lineare Unabhängigkeit der 5;(t) und Konstanz der inneren Produkte 33,, d.h. der Längen 
der Vektoren 3; und der Winkel zwischen je zweien vorausgesetzt, so daß die 3,,...,3n jeweils Grundvektoren 
eines affinen Koordinatensystems sind, dann ergibt sich für die Matrix C der wiederum durch (29) definierten 
ip daß C = A-10,A ist, wo C, eine (von ti abhängige) schiefsymmetrische und A eine konstante Matrix mit 
einer Determinante | A| + 0 ist. 
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(33) Palo) = 35: — du = 0 
gelten. Dann ist wegen (29) 


d 
Pu z Cordade + & Hl = 


dt 
= S ClPrx + 54) + z CH(Pu + 64) = 
u. (CPır + CP) + Cr + Cu- 
Wegen (31) genügen die Pi also dem System linear-homogener Differentialgleichungen 


d 
_ = z (CP + CuPu) 


und müssen daher (dem Eindeutigkeitssatz zufolge), da die „Anfangswerte‘‘ p,,(i)) gemäß 
(33) alle verschwinden, die triviale Lösung darstellen, für die alle p,,(t) konstant = 0 
sind. Die durch Integration von (32) gewonnenen Vektoren 3,(t) bilden also tatsächlich 
dauernd ein ortbogonales System von Einheitsvektoren der verlangten Art. 

Bemerkung zu Satz 1. Aus dem Gesagten ergibt sich noch, daß einzig die Anfangs- 
lage 3% der Vektoren 3, willkürlich bleibt, woraus man entnehmen kann: Der Gesamtheit 
aller schiefsymmetrischen Matrizen A-!CA, die aus einer speziellen C = (c,(t)) mittels 
einer orthogonalen Matrix A erhalten werden, entspricht eine Gesamtheit von einander 
kongruenten Poinsotbewegungen. 

12. Zwecks späterer Verwendung für die ‚‚natürlichen Gleichungen“ einer Kurve 
beweisen wir noch den folgenden Satz, der einen Sonderfall bezüglich des in Satz 1 be- 
handelten Systems vorgegebener Funktionen c;,(t) betrifft (Schmiegungsbewegung). 

Satz 2. Sei h eine ganze Zahl ZO und seien c,,.:.,C,-ı im Bereich t, St<st, 
definierte stetige Funktionen von t, dabei jedes c, = c;(t) außerdem mindestens (n —1 — i + h)- 
mal stetig differenzierbar!?) und 

(34) 4>0 füri<n—i. 

Die Funktionen c,,(t) von Satz 1 mögen dann außer (31) noch den Bedingungen 
“=0fürk>i+i, 
= A sisn—I) 


genügen, so daß die zu integrierenden Differentialgleichungen (29) jetzt 


(35) = = — Ci + Gr Msisn) 
lauten, wobei für i = 1 bzw. i = n das Glied mit 3... bzw. mit 344, wegzulassen ist. Für die 
Anfangslagen 3,1) = 3% der Vektoren zit) sei Aldt,...,32)= ti (so daß die & ein 
positives n-Bein darstellen) und es mögen wieder die Gleichungen (33) gelten, so daß gemäß 
‚Satz 1 die 3,(t) dauernd ein (natürlich stets positives) n-Bein von orthogonalen Einheits- 
vektoren bilden. Diese Vektoren 3,(t) (d. h. ihre Koordinaten) sind dann, wie wir behaupten, 
nicht nur stetig, sondern es ist für ASisn-—A der Vektor 3, außerdem mindestens 
(n-+h— i)-mal, und der Vektor 3, mindestens {h + 1)-mal stetig differenzierbar. Dabei 
gelten Gleichungen von der Gestalt 


(36) Kr mbdbası +" + büds füri=1,...;n 
12) Wenn g-malige stetige Differenzierbarkeit besagt, daß in der Folge f(t), /’(t), f’’(t),.. . alle Funk- 
tionen mindestens bis einschließlich /#(t) existieren und stetig sind, dann kann unter O-maliger stetiger Diffe- 
tenzierbarkeit passend -die Stetigkeit von f(f) verstanden werden. 
16* 
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mit mindestens (n + h— i)-mal stetig-differenzierbaren Koeffizienten b,, (1 <v Si) und mit 
(37) y=4'C 


(bzw. 5, =1); und aus der Auflösung der Gleichungen (36) für i=1,...,n — nach 
den 31, +++» 3n-ı erhält man Gleichungen von der Gestalt 


(38) = tat ta” 
mit mindestens (n + h — i)-mal stetig differenzierbaren a, (1<S»Si) und mit 


1 ; 
(39) 4, =1, u = ———— (isn—h). 


GC 
Ferner sind 31, 313 + + + » 3"? unabhängige Vektoren, die dabei die Beziehungen 

(40) wer =0fürk<i 

(41) wi” >0 
erfüllen). 

Um Satz 2 zu beweisen, stellen wir zunächst fest, daß gemäß (35) sämtliche 3;(t) 
differenzierbar (u. zw. stetig differenzierbar) sind; und daß sie, falls sie g-mal stetig diffe- 
renzierbar sind, — wegen der mindestens h-mal stetigen Differenzierbarkeit aller c, — 
auch (g + 1)-mal stetig differenzierbar sind, sobald g < h ist. Sonach sind sämtliche 3;(t) 
mindestens (k + 4)-mal stetig differenzierbar. Wenn aber 1 <k<sn—.2 ist und für 
jedes isn —k der Vektor 3, mindestens (h + k)-mal stetig differenzierbar ist, dann 


folgt aus (35), daß für jedes isn —(k +1) auch a mindestens (h + k)-mal stetig 


differenzierbar ist, weil dann jeder auf der rechten Seite von (35) auftretende Vektor 3, 
und nach Voraussetzung für jedes is n — (k + 1) auch c, mindestens (k + k)-mal stetig 
differenzierbar ist. Somit ist für i<n —(k + 1) jedes 3, mindestens (k + k + 1)-mal 
stetig differenzierbar. Damit sind die behaupteten Differenzierbarkeits-Eigenschaften 
der 3,(t) durch vollständige Induktion (von k auf k + 1) nachgewiesen. 

Ferner ist (36) für i = 1 trivial und folgt (zugleich mit (37)) für i = 2 aus der für 
i= 1 angeschriebenen Gleichung (35); dabei sind die beiden Koeffizienten 


bu=0, = 


nach Voraussetzung mindestens (n + h — 2)-mal stetig differenzierbar. Wird nun für 
einen Wert i=k mit 1 <sk<n das Bestehen einer Gleichung (36) mit, mindestens 
(n + h — k)-mal stetig differenzierbaren Koeffizienten b,, angenommen, dann folgt dar- 
aus durch Differenzieren unter Benutzung von (35) 


k 
3» u (bi,5» + bu(— C,-1dv-1 + Cyirt1)), 


wobei die auftretenden c, ebenso wie die b,, mindestens (n + A—k—1)-mal stetig diffe- 
renzierbar sind und 3,+, den Koeffizienten b,,c, bekommt. Esgilt also auch füri=k+1 
eine Darstellung (36) mit (n+Ah—k—1)-mal stetig differenzierbaren b,;,, und es 
ist für 1 Sisn die Gültigkeit von (36) nebst (37) und damit auch von (38) nebst (39) 
durch vollständige Induktion bewiesen. Aus (36) nebst 54,>0 fürisisn—1 er 
schließt man die lineare Unabhängigkeit der Vektoren 34, 31 ---, 3"? sowie die 
Gültigkeit von (40) und (41), womit Satz 2 in allen Teilen bewiesen ist. 


14) In (38) zusammen mit (40), (41) liegt, der Schmiegungs-Charakter des orthogonalen n-Beins 
dp +++, dn-ı du an die Vektoren Kun. Natürlich ist 3, einfach die vektorielle Ergänzung ($3) zu 31. ..,in-r 
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$5. Das eine Kurve begleitende n-Bein. Frenets Formeln. Krümmugen. 


13. Die aus der Kurve (1) abgeleiteten Vektoren r’(t),.., z(”%(t) mögen in einem 
Bereich der Variablen ti alle als vorhanden und stetig, die Funktionen x,(t) also n-mal 
stetig differenzierbar vorausgesetzt werden. . 

Außerdem seien 


AU FEREEE Sa 
im betrachteten t-Bereich linear-unabhängig. Zwecks Orthogonalisierung verfahren wir 
folgendermaßen®). Wir führen n—1 Zahlen e,= +1 ein!) und bestimmen für 
ı<susn—1 die Vektoren £, gemäß (10), wobei wir die dortigen r, (natürlich auch 
in den Gramschen Determinanten) durch x) ersetzen. Den Vektor £, bestimmen wir 


gemäß Nr. 8 als vektorielle Ergänzung zu &,,...,&,-1., Gemäß (9) und (11) gilt dann 
fürrisusn —i 


(42) Eu = auf ++ a2) 
und 


(43) m bank t + bufm 


wobei die Werte der a,, sich aus (10) (darin x, = x") gesetzt), die. Gleichungen (43) 
aber durch Auflösung der Gleichungen (42) nach den x und die a,,, b,„ im besonderen 
aus (12), (13) ergeben. 

Wegen der Unabhängigkeit der Vektoren &,,...,£, gilt natürlich auch für u=n 
eine Gleichung von der Gestalt (43), wobei b,„ + 0 oder = 0 ist, je nachdem x von 
den Vektoren r',..., 2» und demnach von £,,...,£,-, linear-unabhängig ist oder 
nicht. 


14. Aus (42) folgt £, = B (a),2” + a,,z"+”), also für 1<usn —i 


(44) &, = a,,"+" (modd. r',..., z@), 


wobei diese Kongruenz bedeute, daß &,—a,,r‘“*" sich als lineare Verbindung der 
Vektoren r',..., 2%) darstellen läßt. Aus (44) und (43) folgt dann 


(45) £, = Ayudurı,urdurı (modd. &,...,£,) 


und zwar nicht nur für 1 < „u <n —1, sondern auch für u=n —1, wenn man die 
Bemerkung am Schluß von Nr. 13 beachtet, wonach eine Gleichung (43) auch für u = n 
besteht und daher für jedes un —1 


re w+1,ur1&r (modd. Ey... 6,) 

ist, 

15. Für die „Ableitungsgleichungen“ 

(46) A 3 
wird also gemäß (45) stets 

w=0fürv>url 
sein, woraus sich zusammen mit (30) und wenn 
L 

(47) E Cu,u+1 Zu C„ (1 s u s As 1) 

gesetzt wird, die Matrix C der c,, gleich 


15) Ein zweites etwas modifiziertes Verfahren besprechen wir in Nr.19. 
16) Vgl. hierzu Anm. ®). 
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en. 0 
mit . 
(48) Cy == Gyudur,s+ (1 s u s Rn — 1) 
ergibt. Dabei ersieht man aus (12), (13), daß für 1Sua<n—1 (also a+1sn —i) 
VF,-1far 
r : 


» 
ist. Zur Bestimmung von e,_, aber !”) benützen wir, daß gemäß (46), gemäß (23) (darin 
y = £_, gesetzt) und gemäß (44) für u=n —1 


a-ı = Cn-1,n ” & ne las Ale. .. & &-) 
= Mauf',-: a1), a 
mr (a,ı BuRe 4,-1,n-1)9-1,n-1A( r, ...; rm), 


(49) = EyEysı 


somit gemäß (12) 
(50) en Sl, Sad rear, ee 2) 
n-1 
ist. 
16. Aus den Ableitungsgleichungen (46), zusammen mit den eben ermittelten 
Werten der Koeffizienten (47) erhält man die Frenetschen Formeln, wenn man die Ab- 
leitungen nach der Bogenlänge s nimmt und speziell die &,,... ,&,-; alle = +1 setzt. 


[4 


2 1 
Wegen (2) =r'r =T, somit z —£,, ergeben sich so aus (46) die Frenet- 


schen Formeln 
(51) = — K,.ıdu-ı + Kar 
(wobei für B = 1 bzw. für «= n das Glied mit £,_, bzw. mit £,,, wegzulassen ist), 


de, 
ds 


wenn K, = -/F gesetzt wird. Für die Krümmungen X, hat man dann gemäß (49) und 
(50) die Formeln 


(52) pe fr i<u<n-—1, 
u 


(53) Kuı= 4 rAr...., 29. 
r, 

17. In Nr. 13 wurde die wo eingeführt, daß die Kurve £ = r(t) min- 
destens n-mal stetig differenzierbar sei. Allgemeiner möge z(t) für ein h>0 als min- 
destens (n + h)-mal, demnach jeder Vektor x) sowie jede Determinante T', als min- 
destens (n + h — u)-mal und A(r,... , x) als mindestens h-mal stetig differenzierbar"°) 
angenommen werden. Gemäß (52) und (53) ist dann jede Krümnfungsfunktion X, eine 
mindestens (n -Fh— u —4)-mal stetig differenzierbare Funktion von # — oder auch 


17) Bei dem zweiten in Anm.!s) erwähnten Verfahren erfolgt die Bestimmung von c„-, in engerer An- 
lehnung an die der übrigen c,. 
18) für A = 0 als stetig (vgl. Anm. '®)). 
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von der Bogenlänge s, wenn diese als Kurvenparameter eingeführt wird; und zwar 


letzteres, weil wegen Pi YF,(> 0) jede der Veränderlichen s,it eine mindestens 


(n + h — 1)-mal stetig-differenzierpare Funktion der anderen ist!?). 

18. Mit der Betrachtung der Krümmungen X, als Funktionen von s kommt man 
zur Auffassung der Gleichungen X, = K,(s) als der „natürlichen Gleicbungen‘“ der 
Kurve, wie sie in folgendem bekannten Satz, bei dem wir auch auf die Differenzierbarkeits- 
verhältnisse näher eingehen, ihren Ausdruck findet. 

Satz 3. Seih>0 ganz und seien cı(s),.. - ,C„-ı(s) in einem Bereich ss, Ss Ss, 
gegebene stetige Funktionen, dabei c,(s) mindestens (n + h-- u — 1)-mal stetig _differen- 
zierbar und für u <n—A jedes c,(s) > 0. Dann gibt es, wenn s, gemäß 5, <s <S 
gewählt wird, eine bis auf die „Anfangslage“ eines Punktes x(s,) = x" und die Anfangslage 
des zugehörigen begleitenden (positiven) n-Beins &,...,&) (d.h. bis auf eine Bewegung 
mit ihren n{n + 1) Freiheitsgraden) völlig bestimmte mindestens (n + k)-mal stetig diffe- 
renzierbare Kurve £ = x(s), für welche die n — 1 Krümmungen 

K(s) _. c.(8) 
sind. 
Zum Beweis brauchen wir nämlich nur mit den Anfangsbedingungen 3,(s) = & 
das Gleichungssystem (35), darin i durch s ersetzend, und hierauf noch 
de _ 
| ds 
mit der Anfangsbedingung z(s,) = 1° zu integrieren. 

Gemäß Satz 2 (Nr. 12) erhalten wir die ein positives n-Bein bildenden, mindestens 
(k + 1)-mal stetig-differenzierbaren Vektoren 3,,..., 3m, dabei 5, für 1sisn—i 
mindestens (n + A — i)-mal stetig differenzierbar; und zwar sind nach Satz 2 die er- 
haltenen Vektoren von der Art, daß 31, 31, -- - , 30°”?, also r’(s), £”(s),... , 2"""(s) 
unabhängig sind und — gemäß dem in (38), (40), (41) ausgedrückten Schmiegungs- 
charakter — die Vektoren 3,, - - - , 3 für jeden Wert von s das zur Kurve r = r(s) ge- 
hörige begleitende n-Bein £,,... , £, darstellen. Demgemäß decken sich die Gleichungen 
(35) mit den Frenetschen Formeln für unsere Kurve, für die also tatsächlich KX,(s)=c,(s) 
ist. 

19. Nunmehr besprechen wir ein zweites Verfahren zur Bestimmung der «, und 
K, das sich für u = n — 1 von dem in Nr. 13—16 besprochenen unterscheidet. Zunächst 
bemerken wir: für alle jene Werte t, für welche der Vektor x(» eine lineare Verbindung 
der Vektoren r’,..., 2" und somit eine lineare Verbindung der Vektoren &,,. . . , &u-ı 
ist, wird in der für v = n gültigen Gleichung (43) der Koeffizient b,, = 0 und gemäß 
(48) daher c,_, = 0. 

Für alle jene Werte t aber, für welche r’,..., x(” unabhängig sind, also 

A=Ar..,1)+0,1,=4>0 
ist, möge mit o = + 1 das Vorzeichen von A bezeichnet (oA > 0) und außer den Zahlen 
Ey» 5 &,.] noch eine Zahl e, = + 1 gewählt werden; jedoch so, daß die Gleichung (20) 
gilt. Das durch Orthogonalisierung gemäß den Formeln (10) für u ==1,...,n gewon- 


3ı(s) 


19) Als ein Beispiel mit h = 0, bei dem (an der Stelle #= 0) keine höhere als die angegebene Mindest- 
Ordnung der Differenzierbarkeit vorliegt, mag die ebene Kurve y= z?|x| oder x(t) = (4,1 |t|) mit 


ds } 
() =1+9, Kl) =6|1| (1 + 9e)-ın 


angeführt werden. 
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nene System von Einheitsvektoren £&,,...,&, stimmt dann zunächst in den Vektoren 
Eis sey &u-ı mit dem in Nr.13 bestimmten System der £, überein. Zufolge der Be- 
merkung (a) in $ 2, Nr. 6, bilden die £,,... , £, aber ein positives n-Bein, so daß £, nichts 
anderes sein kann als die in Nr. 13 ebenfalls mit &, bezeichnete vektorielle Ergänzung 
zu Ey +3 &n-ı (vgl. (b), Nr.9). Da wir aber jetzt die Formeln (12) und (13) auch für 
u = n anwenden können, ergibt sich 
(54) Dan = En re . 
n-1 
Nachträglich sieht man, daß diese Formel ganz ebenso gilt, wenn x” von r’,..., 2" 
linear abhängt, weil dann nicht nur FT, = 0, sondern, wie eingangs bemerkt, auch d,„ = 0 
ist. Darnach erkennt man aus (48), daß die Formel (49) für alle Werte u=1,...,n —1 
güt, sofern die &,,...,&, der Bedingung (20) gemäß gewählt sind, also 
En == 0E1° Eu 
gesetzt ist. Dementsprechend erhält man jetzt, wenn alle &,,...,&-ı gleich +1 ge- 
nommen werden, für die „Torsion‘“ 
en = 
n-1 yr, 
die Formel 


ee 
(55) Kı=r Var: 
n- ı u 


die sich der Gestalt nach enger an die Formeln (52) anschließt, jedoch inhaltlich natürlich 
mit (53) deckt?°). 


20) Man vgl. die auf anderem Wege hergeleitete Krümmungsformel (15) in der (Leipzig 3. Juni 1881 da- 
tierten) Abhandlung „Sur les propriöt6s mötriques des courbes gauches dans un espace lin&aire & n dimensions“ 
von G.E. A. Brunel (damals Abbeville) in Math. Ann. 19 (1882), S. 42. 
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Über die parataktische Abbildung 
der Flächenelemente des isotropen Raumes 
auf Punktepaare einer Ebene. 

Von Karl Strubecker. 





Einleitung. . . 


Von G. Fubini!), J. Hjelmslev?) und E. Study?) wurde gleichzeitig und unabhängig 
voneinander eine Abbildung der geraden Linien G des elliptischen Raumes auf die Punkte- 
paare G,,G, zweier Kugeln x,, x, oder zweier (elliptischer) Ebenen ,, rn, angegeben, deren 
wegentlichste Eigenschaft vor allem die ist, Bewegungen des elliptischen Raumes als Paare 
simultaner Drehungen der beiden Bildkugeln bzw. Bildebenen wiederzugeben. Es werden 
nämlich durch sie die Links- bzw. Rechtsschiebungen des elliptischen Raumes in isomorpher 
Weise auf die Drehungen der einen (,‚linken‘‘) bzw. der zweiten (,rechten‘‘) Bildkugel oder 
Bildebene übertragen. 

Ein interessanter Grenzfall des elliptischen Raumes ist, wie ich verschiedentlich 
zeigen konnte®), der isotrope Raum. Z.B. existieren auch im isotropen Raume zwei 
kommutative dreigliedrige Cliffordsche Schiebungsgruppen S;, S;. Zum Unterschiede vom 
elliptischen Raum ist allerdings ihr Produkt nur eine fünfgliedrige Gruppe G,, die ich als 
die Gruppe der Grenzbewegungen des isotropen Raumes bezeichnet habe. Wie im ellipti- 
schen Raume kann man auf diese Schiebungsgruppen eine Erklärung von Cliffordschen 
Parallelismen stützen, indem man zwei Geraden g und h dann im Cliffordschen Sinne par- 
allel nennt, wenn sie Bahnkurven derselben eingliedrigen isotropen Schiebungsgruppe 
sind. 

— f 

1) G. Fubini, Il parallelismo di Clifford negli spazi ellittiei, (Diss. Pisa 1900), Annali della R. scuola norm. 
sup. di Pisa 9 (1904), S. 1—74; insbes. $ 4. 

2) J. Petersen (= Hjelmslev), G&omötrie des droites dans l’espace non euclidien, Verhandlungen der 
dänischen Akademie Kopenhagen 1900, S. 305—330. 

3) E. Study, a) Über Nicht-Euklidische und Liniengeometrie, Festschrift auf H. Limpricht, Greifswald 
1900 und Jahresber, Deutsch. Math. Ver. 11 (1902) S.313—342. —'b) DieBegriffe Links und Rechts in der ellip- 
tischen Geometrie, American Journ. of Mäth.29 (1907), S. 116—159. 

*) K. Strubecker, a) Beiträge zur Geometrie des isotropen Raumes, Journ. f. reine u. angew. Math. 178 
(1938), S. 135—173. — b) Die Geometrie des isotropen Raumes ‘und einige ihrer Anwendungen, Jahresber.. 
Deutsch. Math. Ver.48 (1938), S. 236—257. — e) Über die Eulersche Transformation, Comptes rendus instit. 
sci. de Roumanie 8 (1939), S. 150—155. — d) Über die Flächen, deren Asymptotenlinien beider Scharen linearen 
Komplexen angehören, Anzeiger der Akademie d. Wiss. Wien Nr.11 vom 23. Oktober 1941. — e) Differential- 
geometrie des isotropen Raumes. I. Theorie der Raumkurven, Sitzungsber. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, 150 
(1941), 8. 1—53. — f) Differentialgeometrie d. isotropen Raumes. II. -Die Flächen konstanter Relativkrümmung 


K=rt—s?, Math. Zeitschr. 47 (1942), S. 743—777. — g) Differentialgeometrie des isotropen Raumes. III.- 


Flächentheorie, Math. Zeitschr. 48 (1942), S. 369 —427. 
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Es liegt somit das Problem nahe, auch die obengenannte, vor allem durch E. Study 
und G. Fubini ausführlich studierte und angewandte Abbildung vom elliptischen auf den 
isotropen Raum zu übertragen. 

Eine solche Übertragung ist zunächst auf demselben Wege möglich, wie er im ellip- 
tischen Falle üblicherweise eingeschlagen wird. Man kann nämlich ohne weiteres auch im 
isotropen Raum zu einer Geraden g durch einen festen Punkt O die im Cliffordschen Sinne 
links- bzw. rechtsparallelen Geraden g, und g, legen, nämlich die Bahngeraden des Punktes 
O bei der Links- bzw. Rechtsschiebung des isotropen Raumes längs g. Einer Grenzbewegung 
des isotropen Raumes entsprechen dann in der Tat zwei simultane isotrope Drehungen der 
im Punkte O vereinigten Bildbündel (g,) und (g,), und das isotrope Gegenstück zur ellipti- 
schen Abbildung ist gewonnen. 

Diese Übertragung der Studyschen Abbildung auf den isotropen Raum erfreut sich 
zwar noch vieler Eigenschaften der elliptischen Abbildung, sie hat aber den einen, un- 
wesentlichen Mangel, nicht eindeutig umkehrbar zu sein, und den anderen, sehr wesent- 
lichen Mangel, daß die Bildpaare (g,, g,) einer- Geraden g nicht frei wählbar sind, sondern 
aneinander dadurch gebunden sind, daß sie zugleich den Ebenen eines gewissen Büschels 
angehören müssen“). Dieser Zwang verhindert eine geometrisch wertvolle Ausnützung 
der Abbildung. _ 

Es ist nun bemerkenswert, daß es gelingt, lediglich durch eine kleine Änderung in 
der Auffassung der Study-Fubini-Hjelmslevschen Abbildung auch im isotropen Raum eine 
geometrisch ebenso wertvolle Abbildung wie im elliptischen Raume zu erhalten. Die Idee 
ist dabei die, diese Abbildung nicht als eine solche von geraden Linien aufzufassen, sondern 
vielmehr als eine Abbildung von Flächenelementen. Jede Gerade g des elliptischen Raumes 
besitzt nämlich in jedem ihrer oo! Punkte ein zu ihr normales Flächenelement. Diese &! 
„parallelen‘‘ Flächenelemente E kommen durch die Schiebungen des Raumes längs g zur 
Deckung, und man kann jedem von ihnen die Punkte G, und G, der vereinigten Bild- 
kugeln x, und x, oder der vereinigten Bildebenen x, und x, zuordnen. Diese Bildpunkte 
Grund G, des Flächenelementes E kann man als Repräsentanten von Flächenelementen 
E, und E, der Bildkugeln x, = x, oder der Bildebenen z, = x, denken. O ist nun der ge- 
meinsame Mittelpunkt der Kugeln x,, x, und der absolute Pol der Ebenen x,, z,, d. h. die 
Flächenelemente E, und E, sind ebenfalls normal zu den Geraden g; und g,. 

Man kann daher die Flächenelemente E, und E, der Kugeln x,, x, oder der Ebenen 
nn, als Bilder der ©! zu einander „parallelen“, d. h. zur Geraden g normalen Flächen- 
elemente E des elliptischen Raumes auffassen, und diese Bilder auf folgende Art definieren: 
Eı ist jenes Flächenelement der Kugel x, bzw. der Ebene n,, das aus E durch Rechtsschie- 
bung entsteht, während E, jenes Flächenelement von x, bzw. rn, ist, das aus E durch Links- 
schiebung entsteht. 

Ersetzt man die Flächenelemente E,, E, durch ihre Berührungspunkte, so erhält man 
genau die Studyschen Bilder G,, G, jener Geraden g des elliptischen Sne.as welche zu den 
oo! „parallelen‘‘ räumlichen Flächenelementen E normal sind. 

In dieser neuen Auffassung läßt sich die Abbildung von Study, Fubini und Hjelmslev 
ohne weiteres auch auf den isotropen Raum übertragen und liefert nun wertvolle und wich- 
tige Übertragungsprinzipien für die isotrope Raumgeometrie. 

Die so entstehenden Abbildungen der Flächenelemente E des isotropen Raumes auf 
die Punktepaare E,, E, zweier vereinigter isotropen Kugeln x, = %, = x ist in der vor- 
liegenden Note nicht berührt worden. Sie läßt eine überaus einfache geometrische Ver- 
wirklichung zu und soll bei späterer Gelegenheit kurz behandelt werden. Die vorliegende 
Note gibt vielmehr eine ziemlich eingehende Untersuchung der algebraischen und gruppen- 





% 
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theoretischen Eigenschaften der Abbildung der Flächenelemente E des isotropen Raumes auf 
die Punktepaare E,, E, zweier vereinigter (nichtisotropen) Ebenen nı=n,=n. 

Diese „‚parataktische Abbildung‘‘ stimmt; (bei geeigneter Wahl der Bildebene x) mit 
einer schon von G. Scheffers®) angegebenen Abbildung der Flächenelemente des ‚„‚Rau- 
mes‘ auf Punktepaare einer Ebene überein. Eine tiefreichende Untersuchung für sie 
fehlt, noch bei Scheffers; deswegen, weil die adäquate Form ihrer Behandlung notwendig 
der Idee des isotropen Raumes und seiner Geometrie bedarf. 

Eine der Haupteigenschaften der parataktischen Abbildung ist die, zweidimensionale 
Elementvereine, d. h.-die berührenden Flächenelementen E eines Punktes, einer Kurve 
oder einer Fläche auf EN Verwandtschaften E,— E, der Bildebene n 
zu übertragen. 

Diese Eigenschaft, welche sie mit der entsprechenden Abbildung des elliptischen 
Raumes teilt, ist auch der eigentliche Ausgangspunkt der Note von G. Scheffers. 

Die nun folgenden Untersuchungen sind übrigens nicht um ihrer selbst willen an- 
gestellt. Sie sollen vielmehr ihre ausgedehnte Anwendung finden auf die Differential- 
geometrie des isotropen Raumes und deren Zusammenhänge mit der T heorie der (eigentlich)- 
flächentreuen Abbildungen der (euklidischen) Ebene). 


Inhaltsübersicht. 


Einleitung 
* Einführung in die Metrik und Kinematik des isotropen Raumes 

II. Die rg Abbildung der regulären Flächenelemente E des.isotropen Raumes auf die Punkte- 
paare (E,, E,) der Ebene 

III. Die parataktischen Bilder der isotropen Grundinvarianten 

IV. Die linearen Mannigfaltigkeiten von Flächenelementen des isotropen Raumes und ihre parataktischen 
Bilder 

V. Die parataktischen Bilder einiger Transformationsgruppen des isotropen Raumes 

VI. Bemerkungen über die Bedeutung der parataktischen Abbildung der Flächenelemente des isotropen 
Raumes für die Theorie der flächentreuen Verwandtschaften der Ebene 


I. Einführung in die Metrik und Kinematik des isotropen Raumes“). 


1. Das isotrope Bogenelement. Ich bezeichne einen Raum (z, y, z) als isotrop, 
wenn sein Bogenelement ds durch eine quadratische Form des Ranges zwei 


(1,1) ds? = dx? + dy? 
definiert ist. In einem solchen Raum kann man die Längen und Winkel auf Kurven 
und Flächen direkt aus dem Normalrisse auf die (z, y)-Ebene, den wir als „Grundriß“ 
bezeichnen, ablesen. , 

Die zur z-Achse parallelen Geraden haben verschwindende Längen. Wir nennen 
sie vollisotrop, während isotrop jene (komplexen) Geraden heißen sollen, deren 
Grundrisse Minimalgeraden sind. Auch ihre Länge verschwindet. 

2. Die isotropen Bewegungen. Als Geometrie des isotropen Raumes erklären 
wir im Sinne F. Kleins die Invariantentheorie der folgenden sechsgliedrigen Gruppe G;: 


5) G. Scheffers, Flächentreue Abbildungen in der Ebene, Math. Zeitschr.2 (1918), S. 180—186. 
i *) Darüber habe ich bereits in einem Vortrage auf der Süd-West-Tagung der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung in Freiburg i. Br. am 9. Oktober 1942 kurz berichtet. Der Vortrag ist unter dem Titel „Über die 
flächentreuen Abbildungen der Ebene‘ in Bull. math. soc. Roum. sci. 44, Bukarest 1942, S. 59—-70 erschienen. 
17° 
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X =a+tzrcos gg —ysinY 
(1, 2) y=b+zsinp +ycosp G;- 
2 =c+6r + 68% +2 
Ihre Transformationen, die wir als isotrope Bewegungen bezeichnen, lassen das 
isotrope Bogenelement (1) invariant. Sie wirken sich im Grundrisse als gewöhnliche ebene 


Bewegungen aus. 
Man kann sich darum die einfachste Vorstellung von den inetpopen Bewegungen 


schaffen, wenn man sie in die „horizontalen“ Bewegungen 
zZ =a+zcosp—ysin | 
(1, 3) y=b+aısing+ycosp }G; 

.. zZ Fi 


und in die „vollisotropen Scherungen“ 


1 x 
Z=c+a2 +0y+2 
zerlegt, bei denen die Raumpunkte in vollisotroper Richtung proportional ihren Ab- 
ständen von der isotropen (d.h. z-parallelen) Ebene 
(1, 5) | c+4.2+09y=I, 
die punktweise fest bleibt, verschoben werden. 


3. Das absolute Gebilde. Metrische Dualität. Bei allen isotropen Bewegungen 
bleibt in der Fernebene t = 0 das Paar der absoluten Geraden 


t=0 t=0 

(1,6) a % 2 
fest. Sie bilden zusammen mit ihrer Verbindungsebene, der Fernebene oder absoluten 
Ebene t = (),und ihrem Schnittpunkte, dem absoluten Punkte Ult: x:y:z=0:0:0:1] 
d. i. dem Fernpunkte der z-Richtung, das absolute Gebilde des isotropen Raumes. 

Wir bezeichnen das absolute Gebilde auch als das Maßgebilde des isotropen Raumes. 
Diesen selbst kann man auffassen als jenen Grenzfallauch des euklidischen Raumes, 
bei welchem dessen regulärer Maßkegelschnitt in ein schneidendes Geradenpaar zerfallen 
ist. Adäquater äber ist in allen geometrischen Eigenschaften die Auffassung des isotropen 
Raumes als eines Grenzfalles des elliptischen und quapielliptischen- Raumes, 
wie das in der Einleitung kurz beschrieben worden ist. 

Wie das absolute Gebilde ist die ganze Geometrie des isotropen Raumes in sich dual. 
Das gilt hinsichtlich der Lagen- und der Maßverhältnisse. 

4. Isotrope Metrik. Abstand und Winkel. In dieser Dualität der isotropen Metrik 
steht der Entfernung d zweier Punkte P(x;, y:, z,), erklärt durch die Formel 

(1,7) ®=(, — 2)’+(y — Yı)?, 
der Winkel ® zweier Ebenen x, gegenüber, nämlich, wenn 

z=we+vy + w 
die Gleichungen der beiden Ebenen sind, die Größe 

(1, 8) ‚9 = (u; — u)? + (9% — vi)”. 

Dabei sind die beiden Punkte P; als eigentlich und (dual) die DI Ebenen n;, als nicht- 
isotrop, d, h. als nicht z-parallel angenommen. 

5. Ersatzinvarianten. Spanne paralleler Punkte und Distanz paralleler Ebenen. 
Es kommt im isotropen Raume immer wieder vor, daß eine für-zwei Elemente, wie unsere 


> 
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Punkte und Ebenen definierte Invariante verschwindet, ohne daß diese Elemente zu- 
sammenfielen. In diesen Fällen tritt an die Seite jeder solehen durch Verschwinden ver- 
sagenden Invariante eine gewisse nichtverschwindende Ersatzinvariante. 

Sind z.'B. die Punkte P; oder (dual) die Ebenen x; parallel, d. h. ist für ihre Koordi- 
.naten (z;, Yi, 2) bzw. (u;, v;, w,) 

(1,9) (21, Yyı) = (2 9.) bzw. (u,, v,) = (u;, RN 
so lassen sie sich durch eine Translation in vollisotroper Richtung zur Deckung bringen. 
Ihr Abstand d bzw. Winkel # verschwindet. Als Ersatzinvarianten erhält man die Spanne 

(1, 10) ‚i=n—2 
der parallelen Punkte P; bzw. (dual) die Distanz 

(1,.11) 2 = Wu, — U] 
der parallelen (nichtisotropen) Ebenen. 

6. Winkel und Neigung zweier Geraden. Eine ähnliche Bemerkung gilt für den 
Winkel zweier Geraden. Stellen wir sie durch die Einheitsvektoren [im Sinne von Formel 
(N)]xı = (x, yı, 2) dar, und bezeichnen wir ihre Projektionen auf die Ebene z = 0), also 


ihre Grundrisse, durch Querstriche: f; = (z,, y;), so gilt für den isotropen Winkel 9 der 
Geraden: 


(1, 12) co 9 = (fd) = 2,3, + u. 
sin g =[tı £] = 21%: — 23Yı 
Auch dieser Winkel kann verschwinden, ohne daß die Vektoren identisch wären; 
dies trıtt dann ein, wenn die von ihnen aufgespannte Ebene isotrop ist. Man kann dann 
annehmen, daß die Vektoren 7, einander gleich wären, und findet als isotrope Ersatz- 
invariante der Geraden (oder Vektoren) ihre Neigung’ 

(1, 13) =. —2 

Durch die bisher aufgeführten lassen sich alle übrigen Invarianten (und Ersatz- 
invarianten) irgend zweier Grundelemente (Punkt, Gerade, Ebene) ausdrücken. Um 
2. B. die Neigung einer Geraden gegen eine (gleichfalls nichiisotrope) Ebene zu finden, wird 
man die Gerade in vollisotroper Richtung auf die Ebene projizieren und die Neigung der 
Geraden gegen ihre Projektion bestimmen. 

7. Elementargeometrische Deutungen. Orthogonalismus. Aus den Formeln (7) 
und (12) folgt, daß man den Abstand zweier Punkte und den Winkel zweier Geraden des iso- 
tropen Raumes direkt ihrem Grundrisse (auf die Ebene z =) entnehmen kann. Das gleiche 
gilt daher auch für die Bogenlänge und die Krümmung einer Kurve und für die gesamte 
Metrik einer Fläche des isotropen Raumes. 

Den Formeln (12) zufolge ist die isotrope Orthogonalität durch die (ausgeartete) 
Polarität des absoluten Geradenpaares (6) erklärt. Danach sind die vollisotropen Geraden ° 
zu allen nichtisotropen Ebenen normal. Insbesondere sind also auch alle Binormalen einer 
Raumkurve und alle Normalen eines regulären Flächenstückes zueinander parallel, nämlich 
vollisotrop. 

8. Die isotropen EUER EN Die Gruppe G, der isotropen Bewegungen (2) 
enthält für 9 = 0 eine für uns wichtige invariante Untergruppe G;: 

X =a+trxr 
(1,14) y-b +y Gz, 
" zZ =c+ar+coy+2 
die wir als die Grenzgruppe und deren Transformationen wir als Grenzbewegungen des 
isotropen Raumes bezeichnen?” Sie wirken sichim Grundrisse als.gewöhnliche Trans- 
lationen aus. 
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Eine sehr wesentliche Eigenschaft der Grenzgruppe ist die, daß sie die (eigentlichen 
und nichtisotropen, d.h. „regulären‘‘) Flächenelemente erster Ordnung. einfach-transitiv 
vertauscht. | 
9. Die Cliffordschen Links- und Rechtsschiebungen des PIRNURCEER Raumes. Ähn- 
lich dem elliptischen und quasielliptischen Raume, besitzt auch der isotrope Raum zwei 
'kommutative Gruppen windschiefer Schiebungen. Sie ergeben susammen die Grenz- 
gruppe G, und sollen als die isotropen Cliffordschen Schiebungen bezeichnet werden. Aus- 
führlicher sind es die dreigliedrigen Gruppen S}, der Cliffordschen Linksschiebungen: 





Iı+-=a+z 
(1, 15) Yy =ß +yY S; 
! =y—Pr+ay+z 





und 57 der Cliffordschen Rechtsschiebungen: | 





4 


(1, 16) 55 
+br—ay+ 2 











10. Die vollisotropen Schiebungen. Anders als im elliptischen oder quasiellipti- 
‘ schen Raume ist hier im isotropen Falle das kommutative Produkt der beiden an sich 
dreigliedrigen Schiebungsgruppen die bloß fünfgliedrige Grenzgruppe: 

Ad, 3.5 ==. 

Es rührt dies daher, daß für x =ß =(0, bzw. a =b —=0 die beiden Schiebungsgruppen 
sich in derselben eingliedrigen Untergruppen der Schiebungen in a Richtung 
(= vollisotrppen Schiebungen) durchdringen. 

Jede solche vollisotrope Schiebung I ist mit jeder anderen Cliffordschen Schiebung ver- 
tauschbar. 

Daraus folgt eine für uns winhtige Bemerkung: Während nämlich nach (17) die 
Zusammensetzung zweier verschiedenartiger Schiebungen zu einer Grenzbewegung 
ein an sich eindeutiger Prozeß ist, ist umgekehrt die Zerlegung einer Grenzbewe- 
gung G in zwei isotrope Schiebungen S! und $’ nicht mehr eindeutig, sondern unendlich 
vieldeutig. Ändert man nämlich die Schiebungen $, und S, um inverse vollisotrope Schie- 
bungen, so erhält man ein neues Cliffordsches Schiebungspaar 5’ — $! - Zund $’ = $r - I-!, 
dessen Produkt die nämliche Grenzbewegung G ergibt: k 

(1, 18) 2.9 =. 

11: Die isotropen Links- und Rechtsgewinde. Von besonderer Bedeutung für 
unsere Untersuchungen sowie für die Geometrie des isotropen Raumes überhaupt, sind 
zwei in ihm ausgezeichnete involutorische Bündel linearer Komplexe (Gewinde), nämlich 
seine sogenannten Links- und Rechtsgewinde. Wir nennen dabei Linksgewinde ®, jene der 
Mongeschen Gleichung 


(1, 19) ..; de = Ada + Bdy—(zdy —yda) | 
und Rechtsgewinde ©, jene der Gleichung 
(1, 20) 6,. dz =Adz + Bdy+(zdy— yda) 


_ Für sie gilt der folgende wichtige 
Satz 1. Jedes Linksgewinde ®, gestattet alle Seiler. Ebenso. ge- 
stattet jedes Rechtsgewinde ©, alle Linksschiebungen. Es sind dies die einzigen 
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Grenzbewegungen, bei denen sie fest bleiben. Ihre Flächenelemente (bestehend aus Punkt und 
Nullebene) werden durch diese Schiebungen untereinander einfach-transitiv vertauscht. 

Setzt man diese Schiebungen mit den Drehungen der Gewinde um ihre (volliso- 
tropen) Achsen oder Durchmesser zusammen, so erhält man die volle viergliedrige isotrope 
Bewegungsgruppe dieser Gewinde in sich. 

12. Parataktische Flächenelemente. Man bezeichnet im Anschlusse an E. Study?) 
die Cliffordschen Parallelismen: des elliptischen Raumes gerne auch als Parataxien. Wir 
greifen, um Verwechslungen zu vermeiden, diese Bezeichnung für den isotropen Fall auf 
und wollen Flächenelemente, welche durch isotrope (Cliffordsche) Schiebungen: mitein- 
ander zusammenhängen, zueinander parataktisch nennen. Genauer wollen wir Flächen- 
elemente, die durch isotrope Linksschiebungen auseinander entstehen, als rechtsparatak- 
tisch und solche, die durch Rechtsschiebungen auseinander entstehen, als linksparataktisch 
bezeichnen. Nach Nr. 11 gilt dann der folgende einfache 


Satz 2. Zueinander linksparataktisch sind alle und nur die Flächenelemente eines 
Linksgewindes. Ebenso sind zueinander rechtsparataktisch alle und nur die Flächen- 
elemente eines Rechtsgewindes.. Unter den „‚Flächenelementen eines Gewindes“ sind da- 
bei jene verstanden, welche von seinen Strahlbüscheln gebildet werden. 


13. Parallele Flächenelemente. Ein Linksgewinde &, und ein Rechtsgewinde ®, 
durchdringen sich stets nach einem gewissen hyperbolischen Strahlennetz, dessen eine 
Leitgerade unendlich fern ist, während die zweite Leitgerade eigentlich und zwar vollisotrop 
ist. Die Strahlen dieses Netzes gehören also einer vollisotropen Translationsschar von 
Flächenelementen an. Wir bezeichnen solche Flächenelemente als „parallel“, eine Be- 
nennung, die wohl zu unterscheiden ist von dem weiteren (elementaren) Begriff des Paral- 
lelismus von Flächenelementen, der uns nicht begegnen wird, und ebenso vom Begriffe 
der Parataxie, wobei das Verhältnis nach Nr. 10 dieses ist, daß im isotropen Raume 
„parallele‘‘ Flächenelemente notwendig zueinander auch parataktisch sind (und zwar in 
beiderlei Sinn zugleich). ‚Zusammenfassend gilt der wichtige 


Satz 3. Ein Linksgewinde ©, und ein Rechtsgewinde &, durchdringen sich stets in 
einer Schar paralleler Flächenelemente. „ 

Der Sinn dieser Benennung ist offenbar der, daß parallel jetzt selche und nur solche 
Flächenelemente sind, die .durch Translation in Richtung ihrer (gemeinsamen) vollisotropen 
Normalen zur Desbanz gelangen. 

Als Parallelflächen wird man im isotropen Raume (in sinngemäßer Übertragung 
der üblichen Definition) solche zu bezeichnen haben, die auf ihren gemeinsamen Normalen 
gleichlange Spannen abgrenzen. Sie bauen sich aus Flächenelementen auf,. deren zuge- 
ordnete Paare im Sinne unserer Definition parallel sind. 

‚ Übrigens liegt der einfachste Beweis für den obigen Satz,3 natürlich darin, daß 
das Linksgewinde ‘®; und das Rechtsgewinde &, gegen vollisotrope Schiebungen inva- 
riant sind. Dasselbe gilt also auch für ihr Durchdringungsnetz, dessen Flächenelemente 
sich also in einer Parallelschar anordnen. 

14. Die Cliffordscehen Parallelen des isotropen Raumes. Wir bezeichnen auch im 
isotropen Raume die Bahngeraden einer eingliedrigen Cliffordschen Schiebungsgruppe als 
Cliffordsche Parallelen. Genauer sollen die Bahngeraden einer Linksschiebung als Links- 
parallele, dieBahngeraden einer Hochteschihung als Rechtsparallelen bezeichnet 
werden. 

Für eine feste eingliedrige Schiebungsgruppe bilden die Bahngeraden ein parabo- 
lisches Netz, das wir bei einer Linksschiebung als Linksnetz, bei einer Rechtsschiebung 
als Rechtsnetz bezeichnen wollen. Die Leitgeraden dieser Netze bilden ein Büschel, 
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nämlich jenes uneigentliche absolute Strahlbüschel, dem auch die beiden absoluten Ge- 
raden (6) angehören. In der Tat sind diese absoluten Geraden angesichts der Grenzgruppe 
G, (14) vor den anderen möglichen Geradenpaaren ‚dieses Büschels keineswegs ausge- 
zeichnet. Ihre Hervorhebung und Auszeichnung ‚kommt erst durch den Übergang von 
der allgemeinen fünfgliedrigen Grenzgruppe G, zu der besonderen sechsgliedrigen Über- 
gruppe G, der isotropen Bewegungen (2) zustande. - 

Man erhält unschwer die Gleichungen dieser Netze aus den Schiebungsformeln in 
Nr.9. Man findet für die Bahngeraden der Linksschiebung (15) das parabolische Links- 
netz der Darstellung 


1° ßB y 
1,21 : = 0 
I!Poı Pos “Pos + Pıa 
und für die Bahngeraden der Rechtsschiebung (16) das parabolische Rechtsneiz der Glei- 
chungen > 


| Il 
(1,22) a b c 


e . 20 
Pu De Pa— Pal 

Nach unserer Ausdrucksweise wird der Cliffordsche Parallelismus einer Art durch die 
Cliffordschen Ss chiebungen der anderen Art nicht zerstört. 

Die Formeln (21) und (22) besagen übrigens auch noch, daß irgend zwei Linksgewinde 
(19) sich stets nach einem Linksnetz (21) durchdringen, und ebenso irgend zwei Rechtsgewinde 


(20) nach einem Rechtsnetze (22). 


/ 


II. Die parataktische Abbildung der regulären Flächenelemente E des isotropen Raumes 


auf die Punktepaare (E,, E,) der Ebene. 


15. Die regulären Flächenelemente E des isotropen Raumes. Ein Flächenelement 
E(P, r) des isotropen Raumes heißt regulär, wenn es eigentlich ist und seine Ebene nicht- 
isotrop ist. Nur von solchen regulären Flächenelementen soll fortan die Rede sein. Sie 
lassen sich durch fünf Koordinaten 

(2,1) E=(2, y,2,P,9) 
darstellen, deren Werte endliche Größen sind. 

Die im Sinne unserer Definition (Nr. 13) dazu parallelen Flächenelemente E* ent- 
stehen daraus durch vollisotrope Schiebungen. Ihre Koordinaten sind 

(2, 2) E=-(s,y,2+9Pq- 

16. Die zu parallelen Flächenelementen gehörigen Links- und Rechtsgewinde. Zu 
jeder solchen Schar paralleler Flächenelemente (2) gibt es in Umkehrung des Ergebnisses 
von Nr. 13 genau ein Linksgewinde ©, und genau ein Rechtsgewinde ©,, in denen diese 
parallelen Flächenelemente enthalten sind. Das soll heißen, es gibt in dem involutorischen 
Gewindebündeln (1, 49) und (1, 20) je ein Gewinde, welches vermöge seines Nullsystems 
dem Punkte P* von E* die Ebene x* von E* zuordnet. . 

Es ist leicht, diesen bekannten Sachverhalt durch Formeln zu stützen. Es sei 
also ganz allgemein 

(2, 3) E* =(a*, y*, 2*, p*, g*) 
ein bestimmtes. der Flächenelemente unserer Parallelschar (2). Für die ihm angehörenden 
Linienelemente (dx, dy, dz) ist dann 

(2, 4) ; dz = p*dx + g*dy. 

Für das Linksgewinde ®, der Gleichung (1, 19), welches diese Linienelemente 
enthalten soll, gilt dann, wenn wir den Wert von dz aus (4) eintragen, identisch in dx: dy 





Strubecker, Parataktische Abbildung der Flächenelemente des isotropen Raumes. 


(2, 5) p*dz + g*dy = Adx + Bdy — (a*dy — y*da). 
Daraus erhält man die Werte der Konstanten 

(2, 6) A=p* — y*, B=g0*+:*. 

Das unser Flächenelement E* (3) enthaltende Linksgewinde ©, lautet somit: 

(2, 7) dz = (p* — y*) dx + (g* + 2*) dy — (zdy — yda). 

Entsprechend erhält man für das E* enthaltende Rechtsgewinde ®, die Gleichung: 

(2, 8) dz =(p* + y*) dx + (g* — x*) dy + (zdy — yda). 

17. Die beiden linearen Bilder (E,, E,) eines regulären Flächenelementes E. Sind 
so jeder Schar paralleler Flächenelemente E zwei Gewinde ®, und ®, der involutorischen 
Bündel umkehrbar-eindeutig zugeordnet, so erhält man für sie einfache lineare Ab- 
bildungen auf Paare von Punkten (E,, E,), wenn man den Gewinden ®, und ®, ihre 
Nullpunkte EZ, und E, auf einer festen nichtisotropen, sonst aber willkürlichen 
Ebene x zuordnet. 

Wir wollen als diese nichtisotrope Bildebene n die horizontale Grundrißebene 

(2, 9) N...2= 
wählen. Für ihren Nullpunkt E;(x,, yı) bezüglich des Linksgewindes ®, (7) und seine 
Nullstrahlen ist in (7) z = x, y = yı ferner dz =) zu setzen, während dx: dy willkürlich 
sind. Man gewinnt so (mit schließlicher Unterdrückung der Sterne) die folgenden Koordi- 
naten des „linken‘‘ Nullpunktes E;: 





(2, 10) 3 rede 
Yyı=y—P- 











Wir bezeichnen diesen Nullpunkt Eı als den „linken Bildpunkt‘‘ des Flächenelementes E 
und seiner parallelen Flächenelemente. 

Genau ebenso ergibt sich der ‚,rechte‘‘ Nullpunkt E,(x,, y,) des Rechtsgewindes ©, 
(8) auf der Grundrißebene x (9). Man hat: 





4 =T—-4 
=y+P; 


(2, 11) E, 








welchen Punkt wir als den „rechten Bildpunkt‘‘ des Flächenelementes E(x, y, z, p,g) und 
seiner (durch die Abbildung nicht weiter unterschiedenen) parallelen Flächenelemente be- 
zeichnen. 

Nach ihrer Definition sind diese Abbildungen der regulären Flächenelemente E des 
isotropen Raumes auf die Paare von Punkten E, und E, der nichtisotropen Ebene n völlig 
linear. Denn sowohl das Abbildungsmittel, nämlich die involutorischen Bündel der 
Links- und Rechtsgewinde, als auch der Abbildungsvorgang sind völlig linear. Es folgt 
daraus sofort der wichtige 

Satz 4. Die Mannigfaltigkeiten (E,) und (E,) der linken und rechten Bildpunkte einer 
linearen Mannigfaltigkeit von regulären Flächenelementen (E) des isotropen Raumes sind 
linear aufeinander bezogen. 

Wir werden uns mit diesen linearen Mannigfaltigkeiten von Flächenelementen 
und ihren Bildern noch ausführlicher zu befassen haben. 

18. Die Bildpaare (E,, E,) eines Flächenelementes E bei 6. Scheffers. Bevor wir 
uns einer neuen, für unsere Studien besonders wichtigen Auffassung dieser Abbildung 
der Flächenelemente £ auf Punktepaare (E,, E,) zuwenden, sei erwähnt, daß diese Ab- 
bildung in einer elementar-geometrischen Konstruktion, die unserer bisherigen mittels 
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der Links- und Rechtsgewinde ©, und ©, gewonnenen äquivalent ist, schon 1918 von 
G. Scheffers®) angegeben wurde. 


19. Auffassung der Bildpaare (E,, E,) als parataktische Bilder der Flächenelemente E, 
Man kann die in Nr. 17 mittels der Links- und Rechtsgewinde ©, und ®, und 
ihrer Nullsysteme konstruierten linearen Bildpaare E, und E, eines regulären Flächen- 
elementes E des isotropen Raumes noch auf zwei andere Arten erhalten, die uns zu einer 
für viele Zwecke brauchbareren Auffassung des vorliegenden Abbildungsprinzips führen 
werden. Diese neuen Beschreibungen der Könstruktion operieren nur mit Flächen- 
elementen und den beiden isotropen Schiebungsgruppen S} und S/ bzw. dem 
darauf gegründeten Begriff der Parataxie von Flächenelementen. | 

Die erste neue Fassung der Abbildung ist diese: Ist E ein reguläres Flächenelement 
des isotropen Raumes und x eine beliebige nichtisotrope Ebene, etwa wieder die Ebene (9), 
so gibt es eine und nur eine isotrope Rechtsschiebung S, und ebenso eine und nur eine 
Linksschiebung S$,, welche das Flächenelement E in die Ebene x bringen. Die beiden, 
so entstehenden neuen Lagen von E seien die Flächenelemente 

(2, 12) Ei=E-S&, | E=E-S.. 
Denkt man sich diese Flächenelemente E,, E, der ‘Ebene x noch durch ihre Punkte 
gleichen Namens ersetzt, so gilt der 


Satz 5. Bildet man die regulären Flächenelemente E des isotropen Raumes auf jene 
Flächenelemente E, und E, der nichtisotropen Ebene n ab, die aus ihnen durch isotrope 
Rechts- bzw. Linksschiebung entstehen, so erhält man genau die obige lineare Abbil- 
dung E-(E,E,). 

Wir können dieser neuen Fassung unserer Konstruktion der Bilder EZ, und E, eines 
Flächenelementes E auch noch’die folgende zweite Form geben, die sich sofort als völlig 
äquivalent erweisen wird: a de 


Satz 6. Ist E ein reguläres Flächenelement des isotropen Raumes und n eine nicht- 
. isotrope Bildebene, so ist E, das einzige in n vorhandene zu E linksparataktische und E, 
das einzige in n vorhandene zu E rechtsparataktische Flächenelement. 

Um zunächst die Äquivalenz dieser beiden neuen Konstruktionen untereinander 
einzusehen, muß man sich nur erinnern, daß nach Nr. 12 ein Flächenelement E durch 
Rechtsschiebungen in seine linksparataktischen, durch Linksschiebung.in seine rechts- 
parataktischen Elemente übergeht. Das durch Rechtsschiebung nach Satz 5 konstruierte 
Flächenelement E, und das durch Linksparataxie nach Satz 6 konstruierte Element E, 
fallen daher zusammen. Das gleiche gilt für die E,. 

Es bleibt also insgesamt nur noch zu zeigen, daß die durch Paratazxien gefundene 
Abbildung E-(E,, E;) des Satzes 6 mit der in Nr. 17 erklärten linearen Abbildung zu- 
sammenfällt. Der Beweis dafür liegt darin, daß nach Nr. 12 die zu einem  Flächenele- 
mente E etwa linksparataktischen Elemente E, sämtlich in dem von E bestimmten 
Linksgewinde ®, enthalten sind, ebenso sämtliche rechtsparataktischen Elemente E, in 
dem von E bestimmten Rechtsgewinde ®,. Insonderheit gilt das auch für die in x vor- 
handenen, zu E parataktischen Elemente E, und E,: sie liegen genau in den beiden durch 
E bestimmten Gewinden &, und ®,. Da aber durch eben diese Gewinde auch die beiden 
linearen Bilder von E konstruiert waren, stimmen diese linearen mit den parataktischen 
Bildern in der Tat völlig überein. 

Die Abbildung der Flächenelemente E auf Punktepaare (E,, E,) kann also am ein- 
fachsten auf den Begriff der isotropen Parataxien gestützt werden. Wir wollen sie daher 
in Hinkunft gerne als die „parataktische Abbildung der Flächenelemente“ bezeichnen. 
Die beiden Teübilder E, und E, sollen dabei genauer als das linksparataktische und 





/ 
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rechtsparataktische Bild des Flächenelementes E (und seiner parallelen are 
unterschieden werden. 

20. Elementargeometrische und darstellend-geometrische Eigenschaften der para- 
taktischen Abbildung. Man kann die ‚parataktischen Bildpunkte E, und E, eines 
Flächenelementes E (x, y, 2, p, q) zeichnerisch mit darstellend- -geometrischen Methoden 
‚am einfachsten auf folgende Art erhalten. 

Es sei E’(x, y) der Grundriß des Flächenelementes E, d.h. der Grundriß seines 
Punktes, und es sei E,{p, g) der. Fluchtpunkt des Flächenelementes Z, d. h. der Flucht- 
punkt seiner (gewöhnlichen) Normalen e für ein im Punkte A(0, 0, 1) angebrachtes Auge. . 
Dieser Fluchtpunkt E, liefert, um eine positive Vierteldrehung verschwenkt, den ‚ge- 
schwenkten oder Drehfluchtpunkt E*(—g,p) des Flächenelementes E. Heftet 
man dann den Vektor der. ee 

(2, 13) = A'E* =(—q,p) 
erst positiv, dann negatiy genommen, im Grundrisse E’(z, %) des Flächenelementes E an, 
so erhält man den rechien bzw. linken Bildpunkt E, bzw. E, des Flächenelementes. : 

Die Umkehrung der Konstruktion liegt auf der Hand. Ihr Beweis ruht in den 
Formeln (10) und (11), die für diese Umkehrung folgendes ergeben: 





+ % Pr 
at pe 
Yı- Yr 21T, 
vl, = — 


(2, 14) 








Es folgt daraus übrigens der später oft zu verwendende ‚elementargeometrische 

Satz?. Der Grundriß E'(x,y) eines Flächenelementes E ist der Mittelpunkt. 
seiner beiden parataktischen Bildpunkte E, und E,. 

21. Einige grundlegende Eigenschaften der parataktischen Abbildung. Wir treten 
in das genauere Studium der parataktischen Abbildung der Flächenelemente E auf unsere 
Ebene x (9) ein. Zunächst ergibt sich aus Satz 5 sofort 

Satz 8. Ist der linke Bildpunkt E, eines Flächenelementes E fest, während sein 
rechter Bildpunkt E, beliebig variiert, so beschreibt das Element E selbst die Flächenelemente 
eines bestimmten Linksgewindes ©,; nämlich jenes Gewindes ©, ı das aus dem Elemente 
E, in a durch alle Rechtsschiebungen entsteht. 

Ebenso gehören zu einem festen rechten Bildpunkt E,die Flächenelemente E eines 
bestimmten Rechtsgewindes ®,. 
| Schon daraus kann man.zusammen mit der bekannten Linearität der paratak- 

tischen Abbildung (Satz 4) eine Reihe von Schlüssen ziehen für die Bilder gewisser ein- 
facher Elementmannigfaltigkeiten (E). 

Handelt es sich z.B. darum, die Flächenelemente einer (nichtvollisotropen) Ge- 
raden g parataktisch abzubilden, so wird man bemerken, daß diese Gerade g sowohl 
einem Büschel von Linksgewinden ®&, als auch einem Büschel von Rechtsgewinden . 
®, angehört. Ihre oo2 Flächenelemente E verteilen sich also gleichfalls auf diese Ge- 
windebüschel. Deren Nullpunkte E, und E, auf der Bildebene x ergeben aber (wegen 
der Linearität der Figur) zwei bestimmte gerade Linien g, und g,, deren Punktepaare 
E, auf g, und E, auf g, die parataktischen Bildpaare (E,, E,) der Flächenelemente E von g 
darstellen. — Es sei sofort bemerkt, daß die Geraden g, und g,, wenn sie die parataktischen 
Bilder einer Raumgeraden g sein sollen, nicht willkürlich gewählt werden dürfen. Es 


gilt nämlich genauer der folgende 
18* 
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Satz 9. Die parataktischen Bilder E, und E, der Flächenelemente E einer (weder iso- 
tropen, noch vollisotropen) Raumgeraden g erfüllen zwei zueinander und zum Grundriß g' 
von g parallele Geraden gı und g,. Umgekehrt stellt ein solches paralleles Geradenpaar 
(81, gr) stets das parataktische Bild einer Raumgeraden g (und ihrer durch ED Schie- 
bung verwandten) dar. 

Diese notwendige zusätzliche Forderung und Eigenschaft des Parallelismus der 
Bildgeraden g;, und g, untereinander und zum Grundrisse g’ der. Raumgeraden g folgt z. B. 
unmittelbar aus’ dem Satze 7 in Nr. 20, wonach der Mittelpunkt der Bildpunkte E, 
und E, eines Flächenelements E in seinen Grundriß E’ fällt. Im vorliegenden Falle müssen 
eben die Mitten irgendwelcher Punktepaare E, auf g, und E, auf g, der Geraden g’ ange- 
hören, was nur möglich ist, wenn g,, g, und g’ parallel sind. 

Auf eine ähnliche Art läßt sich schon mit den bisherigen Mitteln das Bild einer 
Ebene angeben. Man kann sich aber diese und ähnliche Fragestellungen sehr viel er- 
leichtern, nämlich das Prinzip der speziellen Lage heranziehen, wenn man nur weiß, 
wie sich das parataktische Bild gegenüber den isotropen Transformationen, vor 
allem gegenüber den isotropen Bewegungen, verhält. 

22. Die Wirkung einer Bewegung des isotropen Raumes auf die parataktischen 
Bilder. Es seien Eund & bewegungskongruente Lagen einer Figur von regulären Flächen- 
elementen, die durch die isotrope Bewegung B zusammenhängen: 

(2, 15) e®=€-B. 

Sind dann (€,, €,) die parataktischen Bilder von €, ähnlich (€), €) jene von &, und be- 
zeichnen wir die Wirkungen der isotropen Bewegung B in den beiden parataktischen 
Bildern mit B, und B,, so hat man unmittelbar zwischen den parataktischen Bildern der 
bewegten Figuren den Zusammenhang: 

(2, 16) & =6€;- B., &=6-B,. 

Für die Wirkungen B, bzw. B, stellen wir den folgenden wichtigen Satz fest: 

Satz 10. Wird der Raum der regulären Flächenelemente E einer isotropen Bewegung 
B unterworfen, so erfahren die parataktischen Bilder E, und E, dieser Flächenelemente si- 
multane gleichwinkelige ebene Bewegungen Bı bzw. B,, d.h. solche simultane Be- 
wegungen des linken und rechten Bildfeldes, welche den Parallelismus entsprechender 
Geraden g, und g, der Bildfelder erhalten. Es sind das also entweder (wenn es sich um eine 
isotrope Grenzbewegung handelt) simultane ebene Translationen, oder aber (bei all- 
gemeinen isotropen Bewegungen) simultane ebene Drehungen um denselben Drehungs- 
winkel g, nämlich jenen Winkel %, der auch für die isotrope Raumbewegung selbst nach 
deren Formeln (1, 2) maßgeblich ist. 

Zum analytischen Beweise dieses grundlegenden Theorems denken wir uns.die 
isotrope Raumbewegung B der Gestalt (1,2) auf das reguläre Flächenelement E (x,y,2,p,g) 
ausgeübt und erhalten dessen neue Lage E’(z’, y’, 2’, p', g’) durch einmalige Erweite- 
rung der Transformation (1, 2) in der Form: 

x" =a+zcosp —ysing 
—-b+zsinpg+ ycos p 
(2, 17) =c+02 +0y+2 B. 
"=(4+p)es pP —(a+g)sin p 
‘’=(a+p)sinpg+(g+tg)eoggy 
Sind dann E/(z/, y') und E/(x’, y') die beiden parataktischen Bilder von E’, so hat 
man nach (10) und (11) für sie den folgenden Zusammenhang mit den Bildern E,(z,, yı) 
und E,(z,, y,) von E: 
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2 =a+(2 +6) c08 P —(yı— cı) sin p 
(2, 18) y =b+(m+0)sinpg+(yı— cı) cos p Bı, 
z, =a+ (2, — 6,) 608 9 — (yr + c,) sin @ B 
y, =b-+(2, — c,)sin 9 + (yr + c,) cos. er 

Darin steckt aber genau unser Satz 10, den wir übrigens später (Kap. V) noch 
wesentlich erweitern werden. Man entnimmt diesen Formeln auch die Richtigkeit der 
Umkehrung von Satz 10. 

Wir geben für diesen Satz auch noch einen besonders durchsichtigen geometri- 
schen Beweis, der sich auf die Tatsache stützt, daß jede Bewegung des isotropen: Raumes 
erzeugt werden kann als Produkt der (isotropen) Spiegelungen (Umwendungen) an zwei ge- 
eigneten (nicht isotropen) Geraden. 

Eine solche Gerade g bildet sich nämlich nach Satz 9 auf ein Paar von parallelen 
Geraden (g,,g,) ab. Sind dann E und E’ zwei Flächenelemente des isotropen Raumes, 
die durch die (isotrope) Umwendung an der Geraden g zusammenhängen, so liegen, wie 
leicht zu sehen ist, ihre linken Bilder E’ und E,symmetrisch bezüglich g, und ihre 
rechten Bilder E, und E) symmetrisch hinsichtlich g,. Also gilt zunächst 

Satz 11. Die Umwendung des isotropen Raumes an einer nichtisotropen Geraden g, 
deren parataktische Bilder die parallelen Geraden g, und g, sind, äußert sich in den paratak- 
tischen Bildebenen als Spiegelung des linken Bildfeldes n, an g, und gleichzeitige Spiegelung 
des rechten Bildfeldes n, an g,. 

Ist nun die isotrope Bewegung B Produkt derUmwendungen an den Geraden g 
und Z, so äußert sie sich nach Satz 11 in jedem parataktischen Bilde als Produkt zweier 
Spiegelungen an Geraden g, und 3, bzw. g, und g,, deren Paare (g,,g,) und (Z,, 8,) 
‘ parallel sind, also wirklich, wie Satz 10 behauptet, als simultanes Paar gleich- 
winkeliger Bewegungen der linken und rechten Bildebene. 

23. Die Wirkung einer Cliffordschen Schiebung des isotropen Raumes auf die para- 
taktischen Bilder. Übt man im besonderen auf die Flächenelemente E des isotropen 
Raumes eine Linksschiebung (1, 15) aus, so wäre in unseren Formeln a=a,b=ß, 
e=y,G4 =—ß,% =oaund p =(0 zu setzen, und man gewinnt als parataktische Wir- 
kungen dieser Linksschiebung die Gleichungen 

2; = + 2% ı=2 
y=y+23%, v=uJ 
Ähnlich ergibt sich als Wirkung einer Rechtsschiebung (1, 16) das Formelsystem: 
y=2% nr 
y-yı Y=yt2bf' 

Darin steckt der, übrigens auch ohne Rechnung aus den Ergebnissen der Nr. 19 
(Satz 5) folgende r 

Satz 12. Bei einer Linksschiebung der Flächenelemente E des isotropen Raumes 
bleiben die rechten Bilder E, in Ruhe, während die linken Bilder E, eine Translation 
26, erfahren, unter &, die Grundrißwirkung der räumlichen Linksschiebung verstanden. Um- 
gekehrt bleiben bei einer Rechtsschiebung der Flächenelemente E die linken Bilder E, in 
Ruhe, während dierechten Bilder E,eine Translation 2€, BE unter &, die Grund- 
rißwirkung der räumlichen Rechtsschiebung verstanden. 

Dieser einfache Sachverhalt kann als das isotrope Gegenstück eines ziemlich gleich- 
zeitig von G. Fubini!), J. Hjelmslev?) und E. Study?) entdeckten grundlegenden Theo- 
rems der elliptischen Geometrie aufgefaßt werden, wonach es möglich ist, die elliptischen 
Raumbewegungen so auf die simultanen Drelungen zweier elliptischer Ebenen abzu- 


(2, 19) 


(2, 20) 


(2, 21) 
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bilden, daß den Cliffordschen Links- bzw. Rechtsschiebungen, welche die elliptische Be- 
wegung zusammensetzen, die elliptischen Drehungen der einen (linken) bzw. der anderen 
(rechten), Bildebene entsprechen. Ein ähnliches Übertragungsprinzip gilt Eigene nach 
W. Blaschke ?) auch für den quasielliptischen Raum. 

Satz 13. Das isotrope Gegenstück der elliptischen Raumbewegungen sind die isotropen 
Grenzbewegungen. Sie bilden sich auf die simultanen Translationen zweier Bildebenen so 
ab, daß jede dieser beiden Translationen isomorphes Abbild einer der beiden isotropen Schie- 
bungen ist, welche die Grenzbewegung zusammensetzen. 

Wie wir wissen, bildet sich eine allgemeine isotrope Bewegung parataktisch auf 
zwei simültane gleichwinkelige Bewegungen der beiden Bildfelder ab. Es liegt daher 
nahe zu fragen, welcher Transformation der Flächenelemente des isotropen Raumes 
denn zwei beliebige simultane Bewegungen der parataktischen Bildfelder entsprechen. 
Das Ergebnis ist im isotropen Raume keine Punkttransformation mehr, sondern 
' bereits eine gewisse Berührungstransformation, die sich übrigens auch schon bei G. Schef- 
“ fers5) ausgerechnet findet. Diese Berührungstransformationen bilden zusammen eine 
Gruppe €,, denn zu den sechs sichtbaren Parametern der beiden simultanen ebenen Be- 
wegungen stößt als siebenter der Parameter der (für die Abbildung neutralen, d.h, un- 
sichtbaren) vollisotropen Schiebungen. 

Diese allein im Begriffssystem der isotropen‘ Geometrie adäquat faßbare Gruppe G, 
wird in einer umfassenderen Gruppe enthalten sein, die uns später (Nr. 39) noch ausführ- 
licher beschäftigen soll. Wir gehen daher hier auf sie nicht näher ein. 

24. Anwendungen: Das parataktische Bild der Flächenelemente einer Ebene und 
einer Geraden. Der für die parataktische Abbildung fundamentale Satz 12 gestattet 
eine Reihe einfacher Anwendungen. Man kann mit seiner Hilfe z. B. sehr leicht und 
übersichtlich das parataktische Bild einer nichtisotropen Ebene g erhalten. In 
der Tat ist es stets und nur auf eine Art möglich, eine solche Ebene e durch eine Links- 
oder Rechtsschiebung in die parataktische Bildebene x (9) überzufühiren. Man hat 
sie zu dem Zwecke nur längs ihrer Spurgeraden e auf x solange links- oder rechtsseitig zu 
verschieben, bis sie (indem sie sich um e dreht) mit x zur Deckung gelangt. Der Neigungs- 
winkel ® der beiden Ebenen ist dabei gleich der Schrittweite s der betreffenden Schiebung. 
Beachtet man nun, daß die Flächenelemente E der Bildebene x mit ihren parataktischen 
Bildern identisch sind: E = E, = E,, so folgt aus dem Fundamentalsatze 12 der 

Satz 14. Die parataktischen Bildfelder (E,) und (E,) der Flächenelemente E einer 
allgemeinen nichtisotropen Ebene e sind zueinander schiebungskongruent. Sie .ent- 
stehen nämlich wuseinander durch Translation längs der Spurgeraden e der Ebene. e auf 
. der Bildebene n, wobei die Schrütweite 2s der Translation gleich ist dem doppelten isotropen 
Neigungswinkel 28 der Ebenen e und n. 

Es ist natürlich auch sehr leicht, dieses Resultat auf elementargeometrischem Wege, 
etwa mittels.der darstellend- „geoimetrischen Methoden der Nr. 20 zu finden. 

Denken wir uns aus der nichtisotropen Ebene e nur jene oo! Flächenelemente E 
herausgegriffen, deren Punkte einer Geraden s angehören, so entsteht die Figur eines 
geraden planaren Streifens. Nach unseren Überlegungen gilt 

Satz 15. Die Flächenelemente E eines (nichtisotropen) geraden planaren Strei- 
fens p haben als parataktische Bilder zwei translationskongruente gerade Punkt- 
reihen (E,) und (E,). Die Mittengerade ihres Parallelstreifens deckt sich mit dem Grund- 
risse p' der Streifenachse p. 


?) W. Blaschke, a) Euklidische Kinematik und Nichteuklidische Geometrie, Zeitschr. f. BR: u. Phys. 60 
(1911), S.61—91 und 203—294. — b) Ebene Kinematik, Iapig Bestie 1938. 
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Daraus folgt auf Grund des Fundamentalsatzes sofort wieder unser alter Satz 9 
über die parataktischen Bilder von niehtisotropen Geraden. Verschiebt man nämlich 
einen solchen planaren Streifen längs seiner Achse p in irgend einem der beiden mög- 
lichen Cliffordschen Sinne, so erhält man im isotropen Raume sämtliche Flächenelemente 
‚ dieser Geraden P: im parataktischen Bilde aber wirklich sämtliche Punktepaare zweier 
parallelen zu p’ symmetrischen Geraden p; und p,. 

Man kann, beiläufig bemerkt, die letzten. Feststellungen. sofort auch auf allge- 
meine planare Streifen ausdehnen, d.h. auf solche, deren’ Flächenelemente E 
einer ‚festen nichtisotropen Ebene angehören. Ihre parataktischen Bilder erfüllen zwei 
translationskongruente Kurven (E,) und (E,), deren Mittenort der zu ihnen kongruente 
Streifengrundriß (E’) ist, bezüglich dessen sie schiefsymmetrisch sind. 

25. Die parataktischen Bilder der Nullsysteme der Links- und Rechtsgewinde. 
Im isotropen Raume treten neben die Gruppe der isotropen Bewegungen gewisse einfache 
Korrelationen, welche für seine Geometrie grundlegende Bedeutung haben. Es sind das 
vor allem die Nullsysteme seiner Links- und Rechtsgewinde und die Polaritäten 
seiner Kugeln, insbesondere seiner Einheitskugeln. Sie sind im isotropen Raume vor 
allem auch dadurch ausgezeichnet, daß ihnen gegenüber die (in sich duale) isotrope Metrik 
dual-invariantiist. | 

Es ist z. B. der isotrope Winkel zweier nichtisotroper Ebenen z, und z, gleich dem 
isotropen Abstande ihrer Nullpunkte N, und N, in einem Links- oder Rechtsgewinde 
oder auch gleich dem Abstande ihrer Pole P, und ?, bezüglich einer isotropen Ein- ' 
heitskugel. 

‚ Dabei versteht man auch im isotropen Raume unter einer Kugel eine Fläche 
zweiter Ordnung durch das absolute Gebilde (1, 6), also ein z-paralleles PR PEEEN 
der Form 


(2, 22) | = + m) +Ar+ By+GC, 


dessen Parameter.p, eine isotrope Invariante, für eine Einheitskugelden Wertp=+1 
hat. 
Damit hat man übrigens auch die Möglichkeit, aus einfachen elementargeometri- 
schen Deutungen von isotropen Invarianten zu ebensolchen Deutungen der dualen 
Invarianten zu gelangen. 
‚Es ist nun insbesondere für uns von Bedeutung, das Verhalten der parataktischen 
Bilder gegenüber diesen ausgezeichneten Nullsystemen und Polaritäten kennenzulernen. 
Wir werden dadurch in der Lage sein, das metrische Dualitätsprinzip auch in den paratak- 
tischen Bildebenen leicht und übersichtlich zu beherrschen. 
Wir fragen also zunächst nach der gegenseitigen Lage der parataktischen Bilder 
(E,, E,) bzw. (Ef, Ef) solcher Flächenelemente E und E*, welche bezüglich eines Links- 
oder Rechtsgewindes nullpolar sind. 
Es sei 
(2, 23) dz = e(zdy — ydx) + Adx + Bdy 
für 
e= —i | e =i1 
ein Linksgewinde ®; ein Rechtsgewinde ©, 
Als sein Nullpunkt in der horizontalen Bildebene n(z =) ergibt sich der Punkt 
(2,24) N =(+B,— A) 5 N, =(—B, +4). 


Das zum Flächenelemente E(z, y, z, p, g) in den Nullsystemen der Gewinde polare 
Element E*(x*, y*, z*, p*, g*) lautet 





Strubecker, Parataklische Abbildung der Flächenelemente des isotropen Raumes. 


y*=—(A—p) 
(2,25) z* -@- pm + A 


pr =A+y 
’=B—:; 


E 


Daraus erhält man nach Nr. 17 die folgenden parataktischen Bildpaare (E}, 


polaren Flächenelementes E* von E: 
2 =—1ı + 2B E* 
y =—y—2A) ' 
2,2) 4 — 


“”__ 
Yı { 





E*) des 


ulm, 


—ıL 12] 


Hieraus ergibt sich durch Vergleich mit (24) der folgende für unsere parataktische 


Abbildung grundlegende 

Satz 16. Zwei in einem Linksge- 
winde ©, polare Flächenelemente E, E* 
haben linke Bilder E,, Ef welche zuein- 
ander bezüglich des Nullpunktes N, von 
®; symmetrisch | liegen, während die rech- 
ten Bilder E,, E* identisch sind. 





Zwei in einem Rechtsgewinde ®, polars 
Flächenelemente E, E* haben rechte Bılder 
E,, E} welche zueinander bezüglich des N ull- 
punktes N, von ©, symmetrisch liegen, 
während die linken Bilder E,, Ef iden- 
tisch sind. 


26. Die parataktischen Bilder der Polarität einer isotropen Einheitskugel. Es seien 


E(z, Y, 2, P:q q) und E*(a*, y 
kugel (= +1) 


(2, 27) 


*, 2*, p*, gq*) polare Flächenelemente bezüglich der Einheits- 


= Ze? + y) +2Ar + 2By +C. 


Man findet zwischen ihnen folgenden Zusammenhang 
+ =ep—A 
"= 4—B 


(2, 28) 


p* =e(x +4) 


g* =ey+ B) 
und gewinnt daraus die folgenden Formeln für ihre parataktischen Bildganme E,, E, bzw. 


(Er, E}) 
7 +A= 


(2, 29) 


yY+B= 
Aus ihnen ergibt sich 


e(yr + rd 
+ B=— ea +4) 
2 +A=—eyı+B) 


e(2ı + =) 


Satz 17; Die beiden parataktischen Bildpaare zweier bezüglich der ischrepen Einheits- 


kugel (27) polaren Flächenelemente hängen auf folgende Art zusammen: Das linke 
Bild des einen Flächenelementes geht in das rechte Bild des polaren Flächenelementes durch 
eine Vierteldrehung um den Punkt (— A, — B) über. Die Drehung ist dabei eine positive 
für e = +1, eine negative füre = —1. 

Man folgert daraus, daß die (selbstpolaren) Flächenelemente E der Einheitskugeln (27) 
parataktische Bilder E,, E, haben, die auseinander durch positive (e = — 4) oder negative 
(e =-+ 1) Vierteldrehung um einen festen Punkt (— A, — B) hervorgehen. 

Allgemeiner überzeugt man sich leicht, daß die Flächenelemente einer beliebigen 
isotropen Kugel (22) parataktische Bilder haben, die miteinander durch Drehung um 
einen festen Winkel « zusammenhängen, für den (vgl. Nr. 38) 
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j 
ist. Das Drehungszentrum fällt dabei stets mit dem identischen Bildpaar des horizontalen 
Flächenelementes der Kugel zusammen. 


II. Die parataktischen Bilder der isotropen Grundinvarianten. 


27. Hauptsatz und Grundfigur. Nach Satz 10 wirkt sich eine Bewegung des iso- 
tropen Raumes in den-parataktischen Bildern als ein Paar gleichwinkeliger Drehungen, 
eine Grenzbewegung insbesondere als ein Paar von Schiebungen aus. Daraus folgt 


Satz 18. Die isotropen Bewegungsinvarianten einer aus Flächenelementen auf- 
gebauten Raumfigur & übertragen sich durch parataktische Abbildung auf die elementaren 
Bewegungsinvarianten ihrer beiden ebenen Bildfiguren €, und &, (und umgekehrt). 

Dabei ist nur abzusehen von den Invarianten paralleler, d.h. durch vollisotrope 
Schiebungen auseinander entstehender Flächenelemente;, denn deren Bilder fallen zu- 
sammen. 

Die Grundfigur für diese Übertragung isotroper ER TUR in die para- 
taktischen Bilder besteht aus zwei (in unserem Sinne weder parallelen noch isotropen) 
Flächenelementen E(P, r) und E(P, n). Sie besitzen drei isotrope Invarianten, nämlich\ 

(1) /die isotrope Entfernung d ihrer Punkte P und 

(2) den isotropen Winkel ® ihrer Ebene n und x 

(3) den isotropen Winkel %, welchen die Verbindungsgerade [PP] ihrer Punkte 
und die Schnittgerade [xx] ihrer Ebenen bilden. I 

Haben (Bild ı) die beiden Flächenelemente E und E die parataktischen Bildpaare 
(E, E,) und (E,, E,), so mögen die Mitten der Strecken (E,, E,) und (E,, E,) mit E’ und 





Bild 1 


:E bezeichnet werden; sie fallen nach Satz 7 mit den Grundrissen der Punkte P und 
P zusammen. Es folgt: 

(1) Die Entfernung der Punkte E’ und E’ ist gleich.dem isotropen Abstande d der 
Punkte P und P der Flächenelemente E und'E: 

(3,1) d=EE. 

Ist ferner A der Mittelpunkt der Strecke (E,, E,) und Bder Mittelpunkt vonE,, E,); 
so überzeugt man sich leicht, daß (2) die Entfernung von A und B gleich ist dgm Winkel ® 
der Ebenen n und 7 der beiden Flächenelemente: 

(3, 2) 9 —=AB 


Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 3. 
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Die Lage dieser Strecke ist dabei parallel zum Grundrisse der Schnittgeraden der Ebenen 
m und n der beiden Flächenelemente. 
In der Tat er man aus den Koordinaten der Flächenelemente E(x, y, 2, p, 9) 


f 





%+% _? EN 
N: 2 


-YıtYy _Y—-P+tyrp, 
Be a 2 


I = 


4A: 





_ wu +% _2+9+2—7 

2 2 
_YWi+Y _YzPp+tYH+P. 
oil Se REES 
Daraus erhält man zunächst den Vektor‘AB mit den Koordinaten 

-s=-W—N,. v=P-—D-._ 
Es ist also, wenn wir die Ortsvektoren der Drehfluchten E* und E* der Ebenen zundx 
mit e = (—q, p) und @=(—g, p) bezeichnen, dieser Vektor 

(3, 4) AB=e-—e, 
woraus aber unsere Behauptung folgt. Denn dieser Vektor ist nach der elementaren Kon- 
‚struktion unserer Abbildung (Nr. 20) einerseits parallel zum Grundriß der’Schnittgeraden 
der Ebenen x und x und andrerseits ist aus demselben Grunde 

(3, 5) AB=p— pr +g@—g? =, 
also ist der Abstand AB wirklich gleich dem Winkel # der Ebenen rund r unserer 
Flächenelemente. 

(3) Die drüte Invariante, der Winkel p, den die IE TORREBERTESEN [PP] der beiden 
Punkte und der Schnittgerade [x] der beiden Ebenen der Flächenelemente bilden, kann 
nun im parataktischen Bilde als der Winkel abgelesen werden, den die Geraden [E’E] 
. und [AB] einschließen. 

Damit sind die isotropen Invarianten zweier Flächenelemente E und E in einfacher 
Weise im parataktischen Bilde gedeutet. 

Es sei noch die folgende wichtige Abänderung der Deutung der drei Invarianten d, ®, 9 
zweier Flächenelemente E, E erwähnt, die sich ergibt, wenn man durch eine Grenzbewegung, 
die auf das Paar der Flächenelemente E und E ausgeübt wird, dem einen von ihnen, 
etwa E, horizontale Lage gibt. Die Bildpunkte E, und E, fallen dann zusammen und, 
da die Grenzbewegung sicH als Translationspaar der Bild- 
ebenen äußert, findet man folgende Deutung der drei 
Invarianten d, ® und 9. 

Es seien (Bild 2) 


\&=EE, R=E ‚En, 
die Verbindungsvektoren der linken und der rechten Bild- 


punkte von E und E. 

Die Diagonalen der von & und ®R aufgespannten 
Parallelogramme haben dann die Längen 2d und 29 
und schließen den Winkel ein, während ihre Richtungen 
parallel sind zu den Grundrissen der Verbindungsgeraden 
der Punkte P, P und der Schnittgeraden der Ebenen a, n. 





B; 








+ 
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Die Strecken 
(3, 6) L=[2]=EE, R=|R|=-E,E, 
hängen daher mit den Invarianten d, ®, . der beiden Flächenelemente so zusammen: 


L? =d? + 92 +2d 9 cos o 
R? =d? + 92 — 2d 9 cos 





(3, 7) 











28. Metrische Dualität. Sonderfälle. Ersetzt man im letzten Abschnitte die beiden 
Flächenelemente E und E durch ihre polaren Elemente E* und E* bezüglich eines 
Links- oder Rechtsgewindes, so erhält man eine zu (E E) metrisch duale Figur (E*E*), 
deren Invarianten (d*, 9*, @*) durch die Beziehungen 

(3, 8) d=9 #* =d, + =p 
gegeben sind. 

Im parataktischen Bilde ändert dann nur einer der Vektoren & oder R seinen Sinn. 
Im Parallelogramme dieser Vektoren vertauschen, wie es die Formeln (8) verlangen, die 
Invarianten d und # ihre Rollen. 

Wir heben aus unseren Ergebnissen noch eine Reihe von Sondert ällem und 
Grenzfällen hervor. 

(A). Satz 19. Die Verbindungsgerade [| P P] der Punkte und die Schniütgerade [x x] 
der Ebenen zweier Flächenelemente E und E (für die weder d = 0 noch ®—=0 ist) sind dann 
und nur dann zueinander orthogonal, wenn die Paare ihrer linken und rechten paratak- 
tischen Bilder isometrisch sind, d. h. wenn 


(3, 9) ELEıL=E,E,. 
Das Parallelogramm der Vektoren 2, R ist in diesem Falle ein Rhombus. 

(B). Die Vektoren &—=E,E, und R=E,E, können parallel oder “antiparallel 
werden. Der Winkel 9 ist dann O0 oder x und die beiden Flächenelemente liegen (bei ge- 
eigneter Wahl ihrer willkürlichen z-Koten) so, daß sie mit ihren Punkten P, P und Ebenen 


a, a derselben Geraden angehören. Für die linken und rechten Bilddistanzen hat man näch 


(7) 


L’=(d+9) , 
; f R? = (d+ »)?, 
wobei die oberen oder die unteren Vorzeichen gelten, je nachdem die Vektoren Lund R 
gleich- oder gegensinnig sind. Daraus folgt für die Bilddistanzen | 
L=|d+9 
(3, 14) pr: 24 
und falls Qund R parallel sind: falls 2und 8 antiparallel sind: 


=}(L+R) d=}|L—R| 
d=4|L-R|, 9=4(L+R). 


(3, 10) 








(3, 12) 




















Es folgt: 

Satz 20. Die parataktischen Bildpaare (E,, E,) und (E,, E,) zweier Flächenelemente 
E=(P,n), E=(P,?) des isotropen Raumes gehören dann und nur dann zwei parallelen 
Geraden gı =[Eı E,], gr =[E, E,] an, wenn die Flächenelemente E, E selber einer Geraden 
g angehören. (Von ‚möglichen vollisotropen Schiebungen kann immer abgesehen wer- 
den.) Sind dann L und R die Abstände ihrer linken und rechten Bildpunkte, so ergibt 


DR ‚je nachdem die Vektoren 2 = E, BEE, und ® = -EE E, een antiparallel sind, 
19° 
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der isotrope Abstand d der Punkte P, P und der isotrope Winkel ® der Ebenen n, % der beiden 
s.koazialen‘“‘ Flächenelemente durch die Gleichungen des linken oder rechten Formelpaares (12). 
Sind dabei insbesondere die Vektoren 2 und R 


(3 13) (&) gleich: 
Lan 
so folgt . 





d=L=R 


(8,14) | ,_o 











Die Flächenelemente E und E liegen dann 
in derselben (oder in parallelen) Ebenen. 





(ß) gegengleich: 
L=— NR 





d=0 
»=L=R 











Die Flächenelemente E und £ haben dann 
dieselben (oder parallele) Punkte. 


Beide Figuren sind im Sinne des Satzes 16 zueinander dual. 


29. Einige differentialgeometrische Anwendungen ‚auf die isotrope Geometrie der 
Streifen. Offenbar können zwei einander punktweise entsprechende Kurven 


(3, 15) | ch, u) 


Yyı =yil) 


; x = x(t) 
ch = Yılt) 


als parataktische Bilder der Elächenelemente eines Streifens des isotropen Raumes auf- 
gefaßt werden. Dabei ist einmalige stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt. In der Tat 
folgt aus (2, 14) diese Darstellung des Streifens 


| T _ Et) 3 ze) 
(3, 16) 


_ Yıll) — Yrlt) 
2 ® 


_ Yıt) + url!) zit) — zılt) 
a a vu‘ 
z= f pdz + gdy. 
Aus Satz 19 und 20 folgt jetzt unmittelbar, durch Betrachtung zweier Nachbar- 
elemente des Streifens, 





Satz 21. Zwei einander punktweise zugeordnete (einmal stetig differenzierbare) Kurven 
C,, C, können stets als parataktische, Bilder eines Streifens C des isotropen Raumes aufge- 
faßt werden. 

Dieser Streifen ist dann und nur dann ein isotroper Krümmungsstreifen, d.h. 
die Kurventangente t und die Torsenerzeugende e sind längs des Streifens im isotropen Sinne 
normal, wenn die Kurven C, und C, aufeinander isometrisch bezogen sind. 

. Der Streifen ist dagegen dann und nur dann ein Schmiegstreifen, wenn die Kurven 
C, und €, aufeinander durch parallele Tangenten bezogen sind. Insonderheit bestimmt 
ein fester Punkt -C, (C,) und eine Kurve C,(C,) stets einen Schmiegstreifen (Null- 
streifen) eines Links- N: 


- 


IV. Die Imeazen Mannigfaltigkeiten von Flächenelementen als. isotropen Raumes und ihre 
parataktischen Bilder. 


30. Die parataktischen Bilder (E,, E,) eines Flächenelemenfes E als Projektionen 
seines Lieschen Bildes € in R,. Durch die Formeln 


(4, 4) per 


G:h’lililii =liaiyiz —.—:pig 


kann man mit S.Lie®) die Flächenelemente E\z, y,z, p,g): des R, auf die Punkte 


8) S. Lie-G. Scheffers, Geometrie der Berührungstransforma tionen; Leipzig 1896 S. 522. — S. Lie-F. Engel. 
Theorie der Transformationsgruppen II, Leipzig 1890, S: 521. 
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Erz: Eı:lgi ta: ty: 5) des NR, abbilden. Diese Liesche Abbildung ist dadurch ausge- 
zeichnet, daß durch sie Elementvereine des R, übertragen werden auf Kurven und.Flächen 
des R,, welche (mit ihren Tangenten bzw. Tangentenebenen) dem linearen Komplexe 

(4, 2) - Pos +3 (Put P25) =0 
angehören, den wir als „Grundkomplex‘“ der Lieschen Abbildung bezeichnen wollen. Auf 
die gruppentheoretische Begründung dieser ‚Lieschen Abbildung und ihren Zusammen- 
hang mit der Kinematik des isotropen Raumes habe ich bei früheren Gelegenheiten hin- 
. gewiesen@®®). -Wir wollen nun in R, den Lieschen ‚Bildpunkt & des Flächenelementes E 
aus den beiden hinsichtlich. des Grundkomplexes (2) zueinander nullpolaren Fernebenen 
&, & der Darstellung n 

u =0 59 =0 
(4, 3) u +5 =0t& 5-0 
— u —=0 + =0| 
auf die Bildebene 

(4,4) , AB =0, % =D), 5 =0) 

(welche dem Grundkomplex (2) ganz angehört) projizieren. Man erhält als Projektion 
von E die Punkte 

(4, 5) 1» ip =1:2+g:y—p...Eı 

Mi B:tı: fe =1:2—g:yY+Pp-.- En 
also genatı die beiden parataktischen Bildpunkte (E,, E,) des Flächenelementes E. Somit 
gilt 

Satz 22. Die beiden parataktischen Bilder (E,, E,) des Flächenelementes E können auch 
erhalten werden als (Parallel)-Projektionen seines Lieschen Bildpunktes &(1) aus den 
beiden Fernebenen &ı, &, (3) auf die Ebene r (4). 

Bemerken wir noch, daß die beiden Achsenebenen e;, &, der Projektion sich im Null- 
punkt, i 

(4, 6) 1,(0:0:0:1:0:0) 
des Fern-R, zu = 0 schneiden, so daß die Projektion auch gegen Schiebungen von € in 
Richtung nach U, unempfindlich ist. 

Die &® parataktischen Flächenelemente E eines Links- oder Rechtsgewindes werden 
durch Lies Abbildung im R, auf dreidimensionale Räume R, durch die Ebenen e, bzw. e, 
übertragen. Diese Räume R, sind also projizierend und ihre Bilder in x (4) sind darum 
lediglich Punkte E, bzw. E,. 

Darin steckt im Wesen unsere ursprüngliche Auffassung und Definition der para- 
taktischen Abbildung, die sich auf die Links- und Rechtsgewinde durch E stützt. Aus - 
dieser neuen einfachen Auffassung der parataktischen Abbildung der Flächenielemente 
des R, als Projektion ihrer Lieschen Bilder im R, können viele Eigenschaften der paratak- 
tischen Abbildung mit großer Leichtigkeit und sehr anschaulich gewonnen werden. 


31. Die linearen ein- und zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten (Vereine) von 
Flächenelementen des isotropen Raumes). Als linear sollen jene Kontinuen von 
Flächenelementen des R; bezeichnet werden, deren Liesche Bildpunkte im R, eine Gerade 
oder eine Ebene erfüllen, welche nicht durch den Punkt U, (6) geht. Ihre parataktischen 
Bilder durchlaufen, da sie nach ‘Satz 21 Parallelprojektionen einer Geraden bzw. Ebene 
im N, sind, im eindimensionalen Falle zwei ähnliche Punktreihen g,, gr; im zweidimen- 
sionalen Falle aber zwei affin aufeinander bezogene Ebenen.n, und ft. 


YE Strubecker, Zur Infinitesimalgeometrie Pfafischer Mannigfaltigkeiten, Mennichafte 1. Math.u. 
Phys. 46 (1938), S. 233-247. 
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Da Schiebungen in Richtung auf U, das parataktische Bild nicht ändern, kann 
man im eindimensionalen Falle stets annehmen, daß das lineare Kontinuum ein Verein, 
das Liesche Bild im R, also ein Komplezstrahl des Grundkomplexes (2) sei. Im'zwei- 
dimensionalen Falle ist dies jedoch i. a. nicht möglich. 

Es gilt dann vielmehr, wie sich zeigen wird, der’folgende wichtige .. 

Satz 23. Eine affine Beziehung E,—E, zwischen den Bildebenen n,,n, kann 
stets dann und nur dann als parataktisches Bild eines zweidimensionalen linearen Ver- 
eines von Flächenelementen E aufgefaßt werden, wenn sie (eigentlich) flächentreu ist. 
Ihr Liesches Bild im Raum ®, ist dann eine Komplezebene.des Grundkomplezes (2), 
d. h. eine solche Ebene, deren sämtliche Geraden dem linearen Grundkomplezxe angehören. 

Wir werden uns im weiteren nur mit den parataktischen Bildern der ein- und zwei- 
dimensionalen linearen Vereine von Flächenelementen des isotropen Raumes, also den 
Projektionen der Komplexstrahlen und Komplexebenen des Grundkomplexes (2) be- 
fassen. Die Art der Elementvereine und ihrer parataktischen Bilder hängt von der Lage 
des Komplexstrahles bzw. der Komplexebene zu den beiden nullpolaren Grundebenen 

“ &,&,(3) und zu dem Kegel 83 des Fernraumes Rulto = =(0) ab, dessen Gleichung lautet 


(4, 7) 8. bit Lols =0. 
Dieser Kegel #2 enthält in einer seiner Scharen erzeugender Ebenen die beiden Grund- 
ebenen &,,&,. Der Raum R, erhält dabei durch Auszeichnung des Kegels $% als absolutes Ge- 
bilde selber wieder isotrope Struktur mit dem Punkte U, alsabsolutem Punkt (Fern- 
punkt der vollisotropen Richtungen). 

Esgilt #°) 

Satz 24. Die einmal erweiterte Gruppe G, der Grenzbewegungen des isotropen Raumes 
R,(1,14) wird durch Liesche Abbildung auf eine Grup S von Cliffordschen (Rechts)- 
'Schiebungen des isotropen R, übertragen. 

Führt man durch die za den Formeln (1) analogen Gleichungen 

(4, 8) Yo: Yıt Ya: Ya: Ya: ys =1:a:b:c ara c1: C2 
neue kanonische Parameter y, ein, so hat man für diese (einfachtransitive) Schiebungs- 
gruppe ©; die IN) 


5 = Yo 
8 = Yılo + Yolı 
Kb =yb _ + Yola 


u = Yo + en + nt yalı — &u— EL 


\ 


7 = Yılo + Yoka 
(5 = Yo + Yols- 


Zusammen mit der dazu reziproken Gruppe ©; der Darstellung 
5 u} 

Eı =, + %okı 

& = go + &ofg 





4 = — -5u + &ofs +Zu +7 % 
‚= + %okı 
Zn &sko + &oXs 
‚ liefert 5; die neungliedrige Gruppe & = &-6;=6&;-&; der Örenzbeweg ungen des isotro- 
pen Raumes ®#,.ı _ 
Schließt man das Vorkommen vollisptroper Schiebungen aus (x; = 0), so gilt 








Strubecker, Parataktische Abbildung der Flächenelemente des isolropen Raumes. 151 


Satz 25. Die Bahnkurven und Bahnflächen der ein- und zweigliedrigen Links- 
schiebungsgruppen © und ©} aus ©; sind allesamt Geraden g und Ebenen y, welche im 
. Grundkomplexe enthalten sind. Sie bilden im Raum ®%, parataktische Strahlneize und 
Ebenennetze. 


Ihre Fernpunkte bzw. Ferngeraden bilden im blirdie Falle eine Komplex- 
gerade I, im zweigliedrigen Falle eine Komplexebene A des linearen Grundkomplexes 
(2), welche wir als die Leitgerade bzw. Leitebene der betreffenden Cliffordschen Schie- 
bungsgruppe (10) bezeichnen. | und A enthalten den absoluten Punkt U,(6) des isotropen 
Raumes R;. 

“ Die Aufstellung der.einzelnen Typen dieser Schiebungsgruppen kann an Hand der 
Lage dieser Leitgeraden [ bzw. Leitebene A zum absoluten Kegel 85 des isotropen R, durch- 
geführt werden, auf dem überdies noch durch den. Grundkomplex zwei erzeugende Ebenen 
der einen Schar dadurch ausgezeichnet sind, daß sie (ebenso wie alle Ebenen der anderen 
Schar) Komplezebenen sind. Es sind dies die Ebenen 


I% = 0 

(4, 11) m Es 1 8a = 

5 =0. 

Die Regularität des parataktischen Bildes der linearen Elementvereine des isotropen 
Raumes hängt im Lieschen Bildraum R, von der Lage der zugehörigen Komplezxgeraden 
und Komplexebenen zu dem Paare der Grundebenen e;, &, (3) ab. Da e, und e, im Grund- 
komplexe nullpolar sind, werden die Komplexgeraden und Komplexebenen notwendig ent- 
weder mit beiden Grundebenen e;, &, inzidjeren oder mit keiner von ihnen. 

Wir werden auf diese Sonderfälle der Inzidenz im Rahmen der Klassifikation der 
allgemeinen Fälle hinzuweisen haben. 


32. Die eindimensionalen linearen Elementvereine (linearen Streifen) des iso- 
tropen Raumes und ihre parataktischen Bilder: Ähnliche Punktreihen. Nach den 
Ergebnissen der letzten Ziffer erhält man die linearen Streifen des isotropen Raumes R, 
durch Liesche Abbildung der Bahnkurven jener eingliedrigen Cliffordschen Linksschie- 
bungen (10), welche keine vollisotrope Schiebungskomponente enthalten (x, = 0) und 
daher dem Grundkomplex angehören. Als analytische Darstellung der linearen Streifen 
erhält man so die folgende ®*): 


y=üt 


(4, 12) 2= an inte 


pP> Az 
g=äl, 





ı wobei, was für die Klassifikation genügt, angenommen ist, daß der Streifen das Grund- 
element E mit den Koordinaten (x, y, 2, p, 9) =(0,0,0,0,0) enthalte, 

Aus (12) erhält man vier wesensverschiedene Typen linearer Streifen. 

(I) aaa, + aa, #0. „Parabolische lineare Streifen“. Ihr Punktort ist 
nach (12) ein parabolischer Kreis des isotropen Raumes, während ihre Ebenen einen 
parabolischen Zylinder mit isotropen Durchmesserebenen umhüllen. 

«II) a,a, + aza, = 0, aber (a,, a,) # (0,0) und (a,,a,) #(0,0). „Windschiefe 
lineare Streifen“. Die Punkte und Ebenen des Streifens beschreiben in projektiver 
Weise dieselbe (nicht vollisotrope) Gerade, wobei dem Fernpunkt der Geraden ihre isotrope 
Ebene entspricht. 
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(IM a,=%,=0, (4,9%) +(0,0):. „Aziale lineare Streifen“. Das ist ein . 
Büschel von Flächenelementen, bestehend aus allen Flächenelementen durch ein festes, 
nicht vollisotropes Linienelement. | R 

(IV) ,=a,=(, (a,a) +(0,0). „Planare lineare Streifen“. Das ist die 
Schar von Flächenelementen einer festen, nicht isotropen Ebene, deren Punkte auf einer 
Geraden liegen. ö 

Als parataktische Bilder dieser lineareh Streifen erhält man ähnliche Punktreihen 
der Darsteliung: y 

z, =(a, + a)t %, = (a, — a;)t 

(4, 13) re = Eı br ec“ E,. 

Diese ähnlichen Punktreihen liegen im Falle (I) der parabelischen Streifen auf 
zwei beliebigen schneidenden Geraden (G,,G,) der Bildebene. Sind die Punktreihen 
sogar kongruent, so sind die Erzeugenden des parabolischen Streifens normal zur Ebene 
seined Punktortes. Der Streifen ist einer isotropen Kugel umschrieben, er ist ein para- 
bolischer, sphärischer Streifen. e 

Im Falle (II) des windschiefen Streifens liegen die ähnlichen Punktreihen auf 
parallelen Geraden (G.,G,), ohne kongruent zu sein. - Kongruente Punktreihen auf 
parallelen Trägern ergeben sich vielmehr in den Fällen (III) und (IV) und zwar im 
Falle (III) der axialen Streifen gegensinnig kongruente, im Falle (IV) der planaren 
Streifen gleichsinnig kongruente Punktreihen. 

Im Falle (II) des windschiefen Streifens kann der Sonderfall eintreten, daß 

(4, 14) u. +, =,—a=0 f 
oder daß 

(4, 15) 41 —-, =, +9, =0 
ist. Dann besteht das linke bzw. rechte Bild des Streifens lediglich aus einem festen Punkt 
E, bzw. E,, während E, bzw. E, eine Gerade beschreibt. Der windschiefe Streifen gehört 
dann als Nullstreifen einem Linksgewinde bzw.’einem Rechtsgewinde des isotropen Raumes 
an. Die ähnliche Zuordnung der parataktischen Bilder (G:,G,) ist in diesen F ällen aus- 
geartet.. R *; 

33. Die linearen zweidimensionalen Elementvereine des isotropen Raumes 
‘ und ihre parataktischen Bilder: Flächentreue Affinitäten. Durch Zusammensetzung 
zweier beliebiger Linksschiebungen des isotropen R, zu einer zweigliedrigen Gruppe erhält 
man“), ‚ausgehend vom Grundelement E der Koordinaten (z, y, 2, p, 9) =(0, 0,0, 0,0), 
die zweidimensionalen linearen Elementenmannigfaltigkeiten 
x = a,u + bv 

rg = A,u + b,V 
(4, 16) 2%, ! 2 =} [(a/a)u2 + Xa/b)uv + (b/b)v2] 

a,u + byv 

g = au + bu. . 





Dabei ist 
(4, 17) (a/b) = (a,bı + asbı + ab; + a;b,) 

gesetzt. Geht man von einem anderen Elemente E’ aus, so ergeben sich lediglich Figuren, 
die mit den hier gewählten durch Grenzbewegung zusammenhängen. Ihre parataktischen 
Bilder stimmen mit unseren bis auf Parallelverschiebungen überein. Ihre Lieschen Bilder 
im Raum R, unterscheiden sich lediglich um eine Cliffordsche Rechtsschiebung (9). 

„ Die Mannigfaltigkeit (16) ist i. a. kein Elementverein im Sinne Lies. Sie stellt das 
Liesche Abbild einer allgemeinen Ebene von R; (durch den Ursprung O (1:0: 0:0:0:0)) 





/ 
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‘vor. Diese Ebene liegt dann und nur dann im 6 rundkom plex und die Mannigfaltigkeüt 
(16) ist dann und nur dann ein Verein, wenn. 


(4, 18) [ab] = a,b, — abı + ab; — a,b, =0 
‚ ist, was wir voraussetzen wollen. 

Das parataktische Bild der Flächenelemente E dieser Mannigfaltigkeit (16) besteht ‚ 
aus den Punktepaaren 

(4,19) Eı = = (a, + a,)u + (bi + d)v Ir = (a, — a,)u + (b, — b,)v 

i y=(a, —a)u+(b,— b,)v Y, =(a, + a,)u + (b, + b,)v. 

Die zwischen dem linken und rechten Bildfelde bestehende Verwandtschaft E,— E, 
ist also in der Tat eine Affinität, für deren Modul (Flächenverzerrung) M man mit der 
Abkürzung P 

' a,b — ab, =({i, k) 

aus den Formeln 


(4, 20) m 1,2) +4,59) (1,4 —(2,5) 


' Zr, Yr 
(4, 24) PETE ER EIKE 
(welche Ausdrücke für eine reguläre Affinität nicht verschwinden dürfen) den Wert 
Az, Yı) u (1, 2) + (4, 5) Tan (1, 4) oz (2, 5) 
dr, Yr) (1.2) + r >) + (1,4) + (2,5) 





(4, 22) M= 


erhält. Daraus folgt 
Satz 26. Die einer zweidimensionalen Linearmannigjaltigkeit von Flächenelementen 
2, parataktisch zugeordnete Affinität der beiden Bildfelder x, n, ist dann und nur dann 


eigentlich flächentreue(M = +1), wenn die %yein Elementverein im Sinne Lies ist. 

In der Tat gilt fürM =+1 

(4,23) [ab] 4 4) + (2, 5) eng 
und umgekehrt. 

34. Klassifikation ‚der zweidimensionalen liriearen Elementvereine‘*°). Die Klassi- 
fikation der zweidimensionalen linearen Elementvereine des isotropen Raumes korrespon- 
diert einerseits den Lagemöglichkeiten der Leitebene A im isotropen R, gegen den Kegel 
82 (7) und die ausgezeichneten Ebenenpaare e,, &, (3) und £j5, £4; (11), anderseits den ver- 
schiedenen Typen flächentreuer Affinitäten. der Ebene. Es ergeben sich insgesamt 
sechs hauptsächliche Typen. 

Fall l. (a/b)® — (a/a) -(b/b) +0. 

Es ist Pr 

(4,24)  -  (a/b)?—(aja) -(b/b) = [ab] —4 (1, 2)(4, 5), 
also ist,wegen (18) dieser Fall auch durch 

(4, 25) I . (1,2) -(4,5) +0 
gekennzeichnet. 

Die Leitebene A ist dann eine Komplexebene allgemeiner Lage durch den Punkt 
U, von R, und schneidet den Kegel ®; nach zwei verschiedenen Mantellinien. 

Der Elementverein (16) in R, gehört 2 zu einem Paraboloid mit vollisotroper Durch- 
messerrichtung der ‚Gleichung 

(4,26) 2a), —a;,b1)? z = (ala) (b,r — by)? 

— 2a/b) (b,x — b1y) (a32 — a,y) + (b/b) (a,2 — a,y)®. 
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Das zugehörige parataktische Bild besteht in einer flächentreuen Affinität der (projek- 
tiven) Segreschen Charakteristik [1,4, 1] mit zwei verschiedenen (reellen öder komplexen) 
selbstentsprechenden Parallelenbüscheln. Dem windschiefen Streifen jeder Erzeugenden des 
Paraboleids ist nämlich nach der letzten Ziffer ein solches affin bezogenes Parallelenpaar 


zugeordnet. 
Ein metrischer nr. davon sind die isotropen Kugeln der, Gleichungsform 


(4, 27) 2=S (+) + Be+ly+D. 
Für sie "sind die beiden selbstentsprechenden Parallelenbüschel isotrop, die Affinität 
der parataktischen Bilder ist eine reine Drehung um einen Winkel 9, wobei 


(4,28) tg S =A ? 


ist. Insonderheit sind die Einheitskugeln (A = +1) auf Vierteldrehungen (7 = +) 


‚abgebildet. 
Ein 'Ausartungsfall tritt dann ein, wenn die Affinität.(19) singulär wird. Dies ist 

_ der Fall, wenn die F unktiönaldeternffnanten (20) und (21) verschwinden, d.h, wenn 

. (1,2)+ (4, 5) =0 : 
(, 4) +(2,5) =[d]=0 

ist. Die zweite dieser Bedingungen ist wegen (18) für jeden Verein erfüllt. 

In diesem Falle degenerieren beide. parataktische Bilder des zugehörigen linearen 
Elementvereines in gerade Linien G,G,, dienicht parallel sind. 

Im Falle der Parallelität wäre nämlich 

a yı! er 

(3... 4. PAHRLECT 
d.h. (a/a) = (a/b)-=(b/b) = 0, im Widerspruch zur obigen Kennzeichnung des Falles 1. 

Jeder Punkt der emen Bildgeraden zusammen mit allen Punkten der anderen 
Geraden stellt das parataktische Abbild der windschiefen. Streifen einer Erzeugenden 
des- zugehörigen Paraboloids vollisotroper Durchmesserrichtung vor, und diese Streifen 
liegen daher je nach der Schar nach Ziffer 32in den Links- bzw. Rechtsgewinden eines 
Büschels. 

Das Paraboloid selber kann daher als isotrope Cliffordsche Fläche durch Links- 
schiebung der einen längs der anderen Erzeugendenschar oder umgekehrt durch Rechts- 
schiebung der zweiten längs der ersten Schar erzeugt werden: Durch Liesche Abbildung 
dieser Cliffordschen Flächen auf den R, erhält man eine Komplexebene » des Grundkom- 
komplexes (2), welche die beiden Grundebenen e, und z, in je einem Punkte trifft. Die 
Leitebene }-der zugehörigen Linksschiebungsgruppe © in R, schneidet'jetzt den Maßkegel 
X nach zwei erzeugenden Geraden, welche den Ebenen e; und e, angehören. Die Pro- 
jektion der Komplezebene y aus den Ebenen e, und e, auf.die Bildebene x besteht hier 
wegen der vorhandenen Inzidenz von y mit e, und e, in der Tat nur aus zwei (schneidenden) 
Geraden (G,,G,), den beiden parataktischen Bildgeraden der EUfjerasenen Fläche. 

In den fünf weiteren Fällen ist der Ausdruck 


(4, 31) (a/b)? — (a/a) : (bjb) = 9, 
d.h. wegen (13) und (24) 

(4, 32) (1,2) -(4,5 = (ab; — abı) (bs — ab) = 0. 
Wir unterscheiden: 

Fall II. (d4,2)=ab,—ab, #0, (4, 5) = RR _ ., =(), 


in (4, 29) 





- 
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Träger des linearen Elomentvereitiss (16) ist ein parabolischer Zylinder mit isotropen 
Durchmesserebenen. 

Sein parataktisches Abbild ist eine flächentreue Affinität der (projektiven) Segreschen 
Charakteristik [3] mit einem einzigen selbstentsprechenden Parallelenbüschel, dem Bilde 
der Zylindererzeugenden. Es ist dies eine sogenannte allgemeine Scherung, Produkt einer 
reinen Scherung!®) und einer ebenen Schiebung. Nur für horizontale Erzeugendenrichtung 
‘ des parabolischen Zylinders besteht das parataktische Bild aus einer reinen Scherung 

(der projektiven Charakteristik [(1, 2)]). 
Durch Liesche Abbildung oder Projektion hängen diese Figuren mit einer Kom- 
plexebene 7 des Grundkomplexes von R, zusammen, die Bahnebene einer Clifford- 
schen L,inksschiebungsgruppe &; ist, deren Leitebene A den absoluten Kegel $ nach einer 
erzeugenden Geraden berührt, welche der Komplexebene z,, (11) angehört. 

Fall III. (1,2) =ab, — ab, =, (4,5) =ab, — a, +0. Der lineare Ele- 
mentverein besteht (dual zu Fall II) aus den Flächenelementen, welche einen para- 
bolischen Kreis in vollisotroper Ebene berühren. Die Liesche Ebene y im R, ist ‘eine 
Komplexebene, Bahnebene einer Linksschiebungsgruppe ©), deren Leitebene A den abso- 
luten Kegel längs einer Erzeugenden berührt, die der Ebene e,, (11) angehört. 

Die als parataktisches Bild bzw. Projektion zugehörige. flächentreue Affinität hat 
die (projektive) Charakteristik [1, 2]; sie besitzt einen einzigen eigentlichen Fixpunkt, 
während ihre beiden uneigentlichen Fixpunkte vereinigt liegen. Man kann sie darstellen als 
Produkt einer reinen Scherung längs einer Geraden (der Spur der Ebene des parabolischen 
Kreises) und einer Spiegelung an einem Punkte H, = H, dieser Geraden (=Bild des zur 
parallelen Flächenelementes H des parabolischen Kreises). 

Man kann dieses Ergebnis ohne weiteres aus jenem des Falles II gewinnen, wenn 
man bedenkt, daß die Fälle II und III dual sind, also durch das Nullsystem eines Links- 
oder Rechtsgewindes vertauscht werden, daß ferner jedes solche Nullsystem sich nach 
Satz 16 parataktisch als eine ERS einer Bildebene an ihrem Nullpunkte äußert. 

Ein’ Grenzfall davon ist 

Fall IV. (a/a) =(a/b) = (b/b) u: woraus (1,2) = (4,5) =0 folgt. 

Der lineare Elementverein besteht aus allen Flächenelementen einer nicht voll- 
isotropen geraden Linie g. In unserem Normfalle handelt es sich um die Gerade 

a,2 — a,y = 
[4 | z=(, & 
aus der man jede andere durch isotrope Grenzbewegung gewinnen kann. Der Verein der 
Flächenelementen dieser Geraden von z bildet sich parataktisch auf die mit g zusammen- 
fallenden Geraden g, =g, ab. Eine beliebige Gerade wird daher nach Satz 13 auf zwei 
parallele Geraden g,l/g, abgebildet. Die flächentreue Affiniät zwischen den Bildebenen 
ist hier wieder Singulär. 

Durch Liesche Abbildung auf den R, ergibt sich aus dem geraden Elementverein 
eine Komplexebene des Grundkomplexes, welche die nullpolaren Grundebenen e; und e, 
in je einem Punkte schneidet, und welche Bahnfläche einer Cliffordschen Linksschiebungs- 
gruppe ©) ist, deren Leitebene A jener Schar erzeugender Ebenen des absoluten Kegels 83 
von R, angehört, welche zur Gänze aus Komplexebenen besteht. 

FalV 4=,=b,=b=0,b,=a, =0. Der lineare Elementverein besteht 
‚ aus allen Flächenelementen eines (eigentlichen) Punktes P, in unserem Musterfalle (16) 


10) Als reine Scherung wird eine eigentlich-flächentreue Affinität mit einer punktweise festen eigentlichen 
Geraden bezeichnet. ! 
p . 20* 
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des Punktes © (0, 0, 0). Die parataktischen Bilder E,, E, der Elemente dieses Elementen- 
bündels hängen durch die Spiegelung am Grundrisse des Punktes P zusammen, deren 
Segresche Charakteristik [1, (1, 1)] ist. 

Durch Liesche Abbildung entspricht dem Elementenbündel eine Komplezebene 
des Grundkomplexes von R,, die als Bahnfläche zu einer Cliffordschen Schiebungsgruppe 
©; gehört, deren Leitebene A mit. der ausgezeichneten Komplezebene e,, der Leitschar des 


. absoluten Kegels 85 zusammenfällt. 


FalVl. =, =b,=b,=0, a, =b, =0. Der lineare Elementverein be- 
steht (dual zu Fall V) aus allen Flächenelementen einer nichtisotropen Ebene, in unserem 
Musterfalle (16) aus dem Elementenfelde der Ebene r(z =0). Sein parataktisches Bild 
ist in diesem Normfalle die Identität der beiden Bildebenen, im allgemeinen Falle also eine 
Translation der Bildebene. In der Tat müssen die parataktischen Bilder der dualen 
Fälle V und VI durch Spiegelung an einem Punkte zusammenhängen. Segresche Charak- 


teristik [(1, 2)]. 


Durch Liesche Abbildung‘ entspricht dem Elementenfeld in R, eine Komplerx- 
ebene.y, Bahnebene einer Eliffordschen Schiebungsgruppe ©}, deren Leitebene A mit der 
ausgezeichneten Komplezebene &,, der Leitschar des absoluten Kegels #3 zusammenfällt. 

35. Bedeutung der linearen Streifen und Elementvereine für die isotrope Differen- 
tialgeometrie. Wir schließen diese Klassifikation der linearen Streifen und Element- 
vereine des isotropen Raumes mit einer Bemerkung über die Anwendung und Bedeutung, 
welche diese Figuren in der Differentialgeometrie des isotropen Raumes besitzen. 

Aus Nr. 29 wissen wir, daß. jedes punktweise bezogene Kurvenpasr (C,,C,) der 


. Ebene als parataktisches Bildpaar eines Streifens I’ aufgefaßt werden kann. Dessen 


isotrope Differentialgepmetrie spiegelt sich in der elementaren Differentialgeometrie der - 
Kurvenpaare (C,,C,): In erster Annäherung kann nun an jedem Stellenpaar (P,, P,) 
die Beziehung der beiden Kurven (C', C,) durch eine Ähnlichkeit zwischen ihren Tangenten 
(t;, ,) dargestellt werden. Der Streifen -I' wird dadurch, je nach seinem lokalen Verhalten, 
im isotropen- Raume durch einen unserer linearen Streifen approximiert, der uns in ein- 
facher Weise über die Krümmungseigenschaften von I' Aufschluß geben kann. 

In entsprechender Weise kann jede (eigentlich)-flächentreue Verwandschaft (®, — ®,) 
der Ebene, die sich als parataktisches Abbild einer Fläche (allgemeiner eines Lieschen Ele- 
mentvereines ®) des isotropen Raumes ergeben wird, in jedem entsprechenden Punktepaar 
(P,, P,) in erster Annäherung durch ‚eine flächentreue Affinität ersetzt werden. Auch aus 
ihren metrischen Invarignten werden wir wichtige Rückschlüsse auf die isotrope Differen- 
tialgeometrie der Flächen (oder allgemeiner, der Elemenivereine) ziehen können. Der 
berührenden Affinität A entspricht nämlich im Raum ein linearer Elementverein, der den 
Elementverein ® in zweiter Ordnung berührt und die isotropen Krümmungsverhältnisse 
von ® genau widergibt. 


V. Die parataktischen Bilder einiger Transformationsgruppen des isotropen Raumes. 


36. Die projektive Gruppe 6, des isotropen Raumes, deren parataktische Bilder aus 


“jenen Paaren simultaner Affinitäten gleichen Moduls bestehen, welche die Parallelismen 


zwischen den Bildfeldern erhalten. Es gibt im isotropen Raume eine (gemischte) neun- 
gliedrige Gruppe &,=: (Gy, H,) von projektiven Transformationen (Kollineationen und 
Korrelationen), welche Linksgewinde in Linksgewinde und Rechtsgewinde in Rechtsgewinde 
überführen.. Sie haben die Eigenschaft, erstens die absolute Ebene und in ihr den absoluten 
Punkt des isotropen Raumes festzulassen, und zweitens den Parameter A, eines Gewindes 
der Form 
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(5,1) dz = Aylzdy — yda) + Aydz + Aydy 


nicht zu ändern. Die Kollineationen darunter bilden eine stetige Untergruppe G,, deren 
einmal erweiterte Darstellung so aussieht: 


14 =a+ar+ ay 
yY=b+bz+by 
(5, 2) GYIzZ=cec+tar +oy+ cz 
pP =P+bp—baq 
F=-arTap+tag 





wobei 
(5, 3) 


ist und 


bedeutet. 


Die Wirkung dieser ANORREON InOREEREISN G, in den parataktischen Bildebenen 
nz; und r, lautet 


5.4 G! x =(a+o) +a,2ı + asyı 
(9%) MSIE ee 


r =(a—0) +40 + &Yr 
5,5 G 
0, if =(b—Pß) + b12, + day» 


Sie besteht in zwei simultanen Affinitäten der beiden Zeraräilieniien Bildebenen, 
welche die Eigenschaft haben, 1. den Parallelismus der Geraden verschiedener Felder 
zu erhalten (also deren Fernpunkte in derselben Art zu transformieren) und 2. vom 
gleichen Modul zu sem, d. h. flächengleiche Figuren der beiden Bildebenen i in ebensolche 
zu transformieren. 

Diese beiden Eigenschaften kommen aber umgekehrt nicht allein den parataktischen 
Bildern der Gruppe G, zu. . Ihnen zufolge gehen nämlich im isotropen Raume 1. Gerade 
in Gerade über (Satz’ 9) und 2. gehen (nach Nr. 34, Fall V und VI) entweder Punkte in 
Punkte und Ebenen in Ebenen über, oder es werden Punkte und Ebenen vertauscht. Die 
beiden obigen Eigenschaften kommen also nicht nur den Kollineationen der Gruppe G, 
sondern auch den Korrelationen des Schar H, zu. Deren analytische Darstellung kann 
man gewinnen, wenn man in einem der Systeme (4) oder (5) linker Hand die Vorzeichen 
ändert, was in der Tat nach Satz 16 die zusätzliche Ausübung der Nullkorrelation eines 
Links- oder Rechtsgewindes- bedeutet, wodurch eben die beiden Schichten. G, und A, 
der gemischten Gruppe ®, vertauscht werden. 


Wir fassen das Ergebnis zusammen und erhalten 


Satz 27. Die gemischte Gruppe ©, = (G,, H,) der Kollineationen und Korrelationen 
des isotropen Raumes, welche Linksgewinde in Linksgewinde und Rechtsgewinde in Rechts- 
gewinde überführen, äußert sich in den beiden parataktischen Bildebenen als die Gruppe 
Jener simultanen Affinitäten (G},, G}) gleichen Moduls, welche den Parallelismus der Geraden 
verschiedener Bildebenen erhalten, 


Die einmal erweiterte Gruppe G, ist im Sinne Lies aufgebaut aus folgenden infinitesi- 


malen Transformationen: 
Li 





Strubecker, Parataktische Abbildung der Flächenelemente des isotropen Raumes. 





0 
St +p3l 











37. Das parataktische Bild der Ähnlichkeiten des isotropen Raumes. Die Kollı- 
neationsgruppe G, enthält eine Gruppe,G, von Automorphien des absoluten Geraden- 
paares (1,6) des isotropen Raumes der Darstellung 

X =4+acosp -2—asin 9.Y 

6&n] G, Y =4+asing- z+acosp:y 

=6+ GE + Gy + a?z. 

Diese Gruppe von or Ähnlichkeiten wird durch die parataktische Abbildung 
auf die Paare Von simultanen Ähnlichkeiten gleichen Moduls der beiden Bildebenen x,, ı, 
übertragen, welche den Parallelismus von Geradenpaaren (g;|ig,) erhalten, d.h. die Fern- 
punkte von x, und x, in derselben Weise transformieren. Die Gruppe G, umfaßt jedoch 
nicht alle isotropen Ähnlichkeiten, sondern nur jene, die Linksgewinde in Linksgewinde 
und Rechtsgewinde in Reehtsgewinde überführen. 


Die volle Gruppe G, der isotropen Ähnlichkeiten kann erhalten werden, indem man ° 


diese Gruppe G, mit der folgenden eingliedrigen Gruppe W, von modularen, d.h. nicht 
volumstreuen Bewegungen des isotropen Raumes zusammensetzt: 


z 
Y 
Az 
4 
= 
Die parataktischen Bildpaare zweier durch (8) zusammenhängenden Flächenelemente E 


und E’ hängen dann ihrerseits durch folgende Formeln zusammen, in denen (f;, £,) und 


(£}, £,) die Ortsvektoren der Bildpunkte (E,, E,) und 2 E!) bezeichnen: 
” 1 Tı + 5, u— 

u = p) + = > ’ 

_utb ua 


Ir 2 nz 


(5, 8) W, | 2 





„u IE, Er den gemeinsamen Grundriß der Flächenelemente E und E’ 

’ , a) 
bedeutet, hat man den folgenden einfachen konstruktiven Zusammenhang: 

Satz 28! Um aus dem Bildpaare (E,, E,) eines Flächenelementes E-das parataktische 

Bildpaar (E}, E/y des Flächenelementes E’ zu erhalten, das aus E durch die modulare 


“ Bewegung (8) entsteht, h hat man das I Paar (Ey E,) aus seinem Mütelpunkte E=E zen- 


trisch mit dem Modul EE.: EE! =EE,;: BEE‘ = A zu strecken. 

Da man durch Zusammensetzung der Gruppe W, mit der Ähnlichkeitsgruppe 6; 
die volle Gruppe G, der isotropen Ähnlichkeiten erhält, folgt 

Satz 29. Setzt man die Gruppe G, der Paare simultaner Ähnlichkeiten gleichen Moduls 
der Bildebenen n,, n,, welche die Parallelismen zwischen diesen Ebenen erhalten, mit der 





gilt. 


(rn, Te 
isotro 
in Nr 
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eingliedrigen Gruppe W, zusammen, welche parataktisches Bild der modularen Bewegun- 
gen (8) ist (Satz 28), so erhält man eine Gruppe G, von simultanen Transformationen 
Eı+ Ei, E, > E}, nämlich ‘das parataktische Bild der vollen Gruppe Ga der 
Ähnlichkeiten des isotropen Raumes. 

Man hat für diese Gruppe die folgenden Symbole. 
of of z 
x ’ ” ’ 7, 














W, 











erfahren, daß die parataktischen Bilder (Z,, E,) der Flächenelemente E der Einheüskugel 
(5, 11) z=4(2? + y?) +2ar +2by+c 

auseinander durch eine positive Vierteldrehung hervorgehen. Übt man auf diese Einheits- 

kugel die modulare Bewegung (8) aus, so erhält man die allgemeine isotrope Kugel 


(5, 12) 2 La + y?) + 24ax + 2/by + Ac 


und nach Satz 29 ergibt sich, daß deren Flächenelemente E parataktische Bilder (E,, E,) 
haben, welche durch Drehung um den Winkel g zusammenhängen, wobei 


(5, 13) ig5 . , 


. 


ist. r 
Wir wissen ferner aus Satz 8, daß die Flächenelemente E des Rechtsgewindes G, 
(5, 14) dz = (zdy — ydı) + adı + bdy 
einen gemeinsamen rechten Bildpunkt E, haben, während”das linke Bild E, beweglich ist. 
Durch die modulare Bewegung (7) geht das Gewinde ©, über in das allgemeine Gewinde © 
(5, 15) dz = Azdy — ydx) + aldz + bidy, N 
das der Bildebene x denselben Nullpunkt N = E, zuordnet, dessen Flächenelemente E’ 
aber parataktische Bilder (E;, E/).haben, welche nach Satz 28 aus den Bildpaaren (Z,, E,) 
von E durch simultane Streckung vom Modul A entstehen, wobei der Mittelpunkt E des 
jeweiligen Paares (E,, E,) als Streckungszentrum fungiert. Es folgt daraus 
Satz 30. Die Bilder E}, E' des Flächenelementes E' des Gewindes © (15) entsprechen 
sich in einer zentrischen Ähnlichkeit, deren Zentrum der Nullpunkt N=E, von 
6’ auf der Bildebene x ist und für deren Modul die Formel - 
(5, 16) ZH - 
NE 
gilt. 

. 39. Die Paare simultaner Affinitäten gleichen Moduls (A;,A}) zweier Ebenen 
(r,r,) als parataktische Bilder einer Gruppe &,, von Berührungstransformationen des 
isotropen Raumes, welche lineare Elementvereine untereinander vertauschen. Wir haben 
in Nr. 33 die linearen Elementvereine des,isotropen Raumes als parataktische Bildmannig- 





n 
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faltigkeiten (der flächentreuen Affinitäten zwischen den Bildebenen (x, x,) kennen gelernt, 
Zu ihnen gehört eine wichtige Verallgemeinerung der in Nr. 36 behandelten Gruppe 6, 
nämlich eine'Gruppe‘@,, von Berührungstransformationen des isotropen Raumes, welche die 
linearen Elementvereine untereinander vertauscht. Deren Auswirkung im parataktischen 
Bildebenenpaare (x;,,.r,) besteht in der elfgliedrigen Gruppe G,, der Paare simultaner 
Affinitäten (A}, A}5) gleichen Moduls. | 
Bezeichnen wir mit %, die Gruppe der vollisotropen Schiebungen des isotropen 
Raumes, so besteht die Isomorphie 

.(5, 17) 6,.= Gold, 
unter dem Ausdrucke rechter Hand die Faktorgruppe von @,, nach ihrem Normalteiler 4, 
verstanden. 

Zur analytischen Darstellung des Lieschen Keimes dieser Gruppe &,, kommt man 
am besten stufenweise. Betrachten wir zunächst nur die fünfgliedrige Gruppe GÄ} der 
unimodularen Affinitäten der.linken Bildebene rn, im Verein mit der /dentität in der rechten 

_Bildebene x,, also das Paar der Affinitäten: 


y=4+ bızı +yı = 
y=a+ba+CcYn % =Yn 


(5, 48) @ 
b c +4 


bi cı 
Ihr entspricht im isotropen Raume eine‘invariante Untergruppe ©; von Berührungs- 
transformationen aus’®,,. Um zu.deren Darstellung zu gelangen, hat man zuerst vermöge 
der Formeln (2,14) die Transformationsgleichungen der Koordinaten z,y,p,g der 
Flächenelemente E aufzustellen, um sodann durch Integration aus der Lieschen Relation 
(5, 19) dz' — p'da’ — gay = o(dz — pdz — qdy) 
die zugehörige Transformationsgleichung der Koordinate z zu gewinnen. 
Man findet dabei aus (18)'o = und erhält die folgende Darstellung der Gruppe &) 
von Berührungstransformationen: 
z =4l +@—g)+bke+g) +cdly—p)] 
y=ıla +y+pP+bdetN+edyPp)] 
: =t{l, —(2—g]: [a +b4e+g) + cdy—p)] 
(5,20) &3 — [a — (y + pP] [a + dk +9) + ıdly —p)]) 
+2—Ilp+y)+k, 
I? =!3l—-—u+(y+pP—bir+g —cdy—p)] 
tl (kN +bde+gN+ealy—p)). 


Daraus se man den -_— Lieschen Keim dieser Gruppe &: 








4 ta En + tm 














> 
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In ähnlicher Weise findet man zu den simultanen unimodularen Affinitäten der 
rechten Bildebene rn, und der Identität von n, der Darstellung: 
y=n d=atbm + 
G% yı=Yn Ä Yr = 0 + betr + CrYrs 
b, €; 
Dei 
“ jm isotropen Raume die folgende zugehörige Gruppe 6, von Berührungstransformationen: 
file, +++ eg) +cly + D)] 
y =tla + (y—p) +b4e—g) + cdy + P)] 
7 =-ttla+N— alla +bk2—g + ly + p)] 
.(& 23) ©: -[(y—p) a]: [ar +b(2—g)+ c(y + P)]} 
. +2-3pe+mw)+tk, 
pP =4l —(y—p) + bke—g) + ly + Pp)] 
arte r+rNulr—g —aly+ pP), 
mit dem Lieschen Gruppenkeime 


(5, 22) 








+2) W rnt PRRERER 











Nimmt man zum Produkte 6,, dieser beiden kommutativen Gruppen 
(5, 25) 6, = & & 
die eingliedrige Gruppe % von Berührungstransformationen hinzu, deren 'parataktische 
Bilder die simultanen Streckungen gleichen Moduls der.beiden Bildebenen (x,, x,) 
(5, 26) 2 = Arı 2 in. 
yı = Ayı, = iy, 
sind, und deren Darstellung und Liescher Keim ehr 


(5, 27) 











(5, 28) 








80 gewinnt man insgesamt eine Massaacd Gruppe > von RER 
des isotropen Raumes, welche lineare Elementvereine in ebensolche überführen. Ihr Liescher 


Gruppenkeim ist 
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L, 'L,, Ly L, L; 
(5, 29) ‚ 6. R,, R;, R;, Rı R, 
nF. 











Man kann diese für die isotrope Raumgeometrie wichtige Gruppe ®,, auch dahin 
beschreiben, daß sie aus allen Berührungstransformationen besteht, welche Linksgewinde 
in Linksgewinde und Rechtsgewinde in Rechtsgewinde überführt. Die Transformationen 
von &,, sind also auch durch die Eigenschaft gekennzeichnet, daß sie Paare parataktıscher 
Flächenelemente in Paare gleicher Art überführen. 

In 6,, ist natürlich eine Gruppe G, von erweiterten Punkttransformationen enthalten, 
nämlich die kollineare Gruppe G, (6) der Nr. 36. Ihr Liescher Keim ist der folgende: 


Du ae 


(5, 30) G, R,, R,, L, + R 
i I, J, L; -- Ry 














Es ist jedoch zu betonen, daß diese Gruppe ©,, nicht sämtliche Berührungstrans- 
formationen enthält, welche lineare Elementvereine des isotropen Raumes in ebensolche 
überführen. In der Tat kommen in &,, z. B: nicht vor die modularen Bewegungen (8), 
deren Wirkung in den parataktischen Bildebenen nach Satz 28 ja nicht mehr affiner 
Natur sind. . ( 

Die Gesamtheit der Berührungstransformationen, welche die linearen Element- 
vereine des isotropen Raumes untereinander vertauschen, bildet vielmehr eine zwanzig- 
gliedrige Gruppe &,. Vermöge der Lieschen Abbildung der Flächenelemente des Raumes 
auf Punkte des R, (Nr. 30) entspricht ihr nämlich jene Gruppe von Punkttransfor- 
mationen in R,, welche die Komplexebenen des Grundkomplexes (4, 2) ‚untereinander 
vertauscht. Dies ist aber die projektive Gruppe ©, der projektiven Automorphien dieses 
Grundkomplexes. 


VI. Bemerkungen über die Bedeutung der parataktischen Abbildung der Flächenelemente 
des isotropen Raumes für die Theorie der flächentreuen Verwandtschaften der Ebene. 


40. Der Satz von 6. Scheffers. Das System von Flächenelementen E(z, v: 2,7, 9) 

des isotropen Raumes, welches durch die beiden Gleichungen 
,_- Ptz, Y) 

ei | g = ıalz, y) 
beschrieben werden kann, ‘vermittelt eine durch die parataktische Abbildung erzeugte 
Verwandtschaft E, — E; der beiden Bildfelder (x,, x,) gemäß den Formeln 

a N x =ı+ q(z, Yy) . =Ii— g(z, Yy) 

I | Yyı =y— plz, Y) " Meer: Y)- 

Um die Art der Verwandtschaft zu ersehen, berechnen wir die Funktionaldeier- 
minanten und finden: 
Az Yı) 
z, y) 
Zn =1— (pr —M) + (Pay — Pre) - 

Diese sind dann und nur dann einander gleich, d.h. die Verwandtschaft int dann und nur 
dann eigentlich-flächentreu, wenn 

(6, 4) Pı = 0s 
ist, oder wenn der Ausdruck 


=1+(Py —9e)+ (Pagu — Pre) 


(6, 3) 





u u 


sv a Dt [eu m 


Strubecker, Parataktische, Abbildung der Flächenelemente des isotropen Raumes. ' 163 


(6, 5) p(z, y),-dz+ g(z, y) dy 
ein vollständiges Differential dz(z, y) und das System von Flächenelementen (1) ein 
“ Elementverein ® im Sinne Lies ist. 

Wir haben damit den folgenden von G. Scheffers 5) gefundenen 

Satz 31. Die parataktischen Bilder eines Systems von Flächenelementensim (isotropen) 
Raume sind dann und nur dann (eigentlich)-flächentreu aufeinander bezogen, wenn das 
System ein Liescher Elementverein ® ist, d. h. entweder aus den Berührungselementen einer 
Fläche der Form 

(6, 6) z =2z(r, y) 
oder denen einer Kurve oder endlich aus den Flächenelementen eines Punktes besteht. 

Man wird bemerken, daß unser Beweis dieses Satzes vorerst noch nicht alle 
darin aufgezählten Vereine umfaßt. Es fehlen natürlich bisher alle jene Vereine, welche 
sich der Darstellung (1) entziehen, also alle bloß kurvenhaften oder punktförmigen Vereine. 

„ . Aus solchen werden aber durch das 'Nullsystem etwa eines Linksgewindes wieder 
flächenhafte Vereine. Von ihren parataktischen Bildern erfährt dabei (nach Satz 16) 
lediglich das linke eine Drehung um den Winkel r mit dem Nullpunkt des Linksgewindes 
als Zentrum.’ Mit dem nullpolaren hat aber auch der ursprüngliche (kurvenhafte oder 
punktförmige) Verein flächentreu verwandte parataktische Bilder, womit Satz 31 in vollem 
Umfange bewiesen ist, wenn man nur bemerkt, daß der'einzige selbstduale kurven- 
hafte Verein jener einer Geraden g ist. "In diesem letzten Ausnahmefalle liegen aber 
die parataktischen Bilder des zuge: örigen Vereines auf zwei parallelen Geraden (g,, g,), 
zwischen denen somit ebenfalls eine (freilich singuläre) flächentreue Zuordnung besteht. 

Nach Satz 31 bestehen zwischen der Theorie der flächentreuen: Verwandtschaften 
der Ebene und der Theorie der Kurven und Flächen des isotropen Raumes enge Beziehungen. 
‚, Deren eingehendere Entwicklung ist einer weiteren Arbeit vorbehalten. !!) 

41. Die Flächen der festen isotropen Relativkrümmung K = rt — s? = — 1, erzeugt 
als Cliffordsche Schiebflächen. Es kann der Fall eintreten, daß die flächentreu bezogenen 
Bildbereiche ®,, ®, einer Fläche ® der Form (6) auf Kurven zusammenschrumpfen. 
Das tritt, zweifache stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt, dann und nur dann ein, 
wenn die Funktionaldeterminanten (3) identisch verschwinden, d. h. unter Beachtung 
von (4), wenn . 

(6, 7) 1+ pn - ps irn —s’=0. 

Die isotrope Relativkrümmung K der Fläche hat dann den festen Wert 

(6, 8) . K=n—st=—1. 

Jeder Punkt P, der linken Bildkurve ®, zusammen mit allen Punkten der rechten 
Bildkurve ® bestimmt nach Satz 24 einen ‚Schmiegstreifen o, aus einem Linksgewinde. 
Verschieben wir P, in der linken Bildebene r, längs der Kurve ®,, so erleidet der Schmieg- 
streifen o, nach Satz 12 lediglich eine isotrope Linksschiebung. : Ebenso bestimmen die 
einzelnen Punkte P, von ®, zusammen mit der. Kurve ®, Schmiegstreifen o, aus Rechts- 
gewinden, welche auseinander durch Rechtsschiebung hervorgehen. Es folgt *) 

Satz 32. Der Elementverein jeder Fläche, der festen Relativkrümmung K=rt—s?= —1 
kann durch isotrope Cliffordsche Schiebung erzeugt werden, indem man von zwei inzidenten 
Schmiegstreifen 0, und o,, welche beziehungsweise einem Linksgewinde ©, und einem Rechts- 
gewinde ®, entnommen sind, entweder o, durch Linksschiebung längs o, oder o, durck Rechts- 
schiebung längs o, bewegt. Die einzelnen Lagen der Schmiegstreifen o, und o, ergeben die 
beiden Scharen der Asymptotenlinien der Fläche. 


!) Die Arbeit ist während der Drucklegung erschienen: K. Strubecker, RGDRRFETAERG des isötropen 


Raumes, IV, Theorie der flächentreuen Abbildungen der Ebene. Math, Zeitschr. 50 (1944), 8.1— 2. 
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Sind die Kurven ®, und ®, insonderheit schneidende Geraden, so sind die inzidenten , 
Schmiegstreifen o,, o, geradlinig, und die durch Cliffordsche Schiebung der Geraden o,, o, 
aneinander erzeugte Fläche ist eine Cliffordsche Fläche des isotropen Raumes. 

42. Das Cauchysche Problem der Monge-Ampöreschen Differentialgleichung 
rt —s® = — 1, gelöst mit Hilfe der parataktischen Abbildung. Dieses Problem verlangt 
bekanntlich, durch einen vorgegebenen Streifen 

- (6, 9) z=alt), y=yl(), z=zlil), p =Pplt), q = lt) 
dz = pdz + gdy 
- eine Integralfläche der Gleichung (8) zu legen. Man kann seine Lösung allein auf die 
geometrisch durchsichtige Konstruktion des Satzes 32 stützen 19). Einfacher ist’es, die 
parataktische Abbildung heranzuziehen. 

Der Streifen (9), der kein Schmiegstreifen aus einem Links- oder Rechtsgewinde 
sein darf, hat nämlich als parataktische Bilder ein Kurvenpaar c;,, c,. Faßt man diese als 
das kurvenhafte Bildpaar ®, = c,, ®, = c, einer Fläche ® auf, so hat man in ® jene Fläche 
der Relativkrümmung X = — 1, also jene Integralfläche von (8) gewonnen, welche den 
Streifen (9) enthält. Da ® durch die Kurven ®, und ©, nur bis auf vollisotrope Schie- 
bungen bestimmt ist, bleibt im wesentlichen nur eine Integrationskonstante zu bestimmen. 

Diesen Gedanken ausführend, seien zuerst‘die parataktischen Bildkurven c,, c, 
des Streifens (9) ermittelt. Man hat nach (2, 10 bzw. 11) 

21 = alt) + g(ı) 2, = z{t) — lt) 
| men 

Wir fassen diese Kurven als Bilder ®,,®, einer Fläche ® auf, indem wir sie durch zwei 
voneinander unabhängige Parameter u und v beschreiben: 

2, = z{u) + alu) 2 = z(t) — ale) 

N nm. elemım 
und gewinnen auf Grund der Gleichungen (2, 44) daraus die folgenden Kacrdinaten: 
formeln der gesuchten Integralfläche: 


=+[z(u) + z(v) + g(u) —g(v)] 

(6, 12) y =t[y(u) + yo) — plu) + plv)] 
i p =} [p(u) + plv) — ylu) + ylo)y 

g =t[a(u) + g(v) + (u) — x(v)]. 


Um die noch fehlende Koordinate z zu bestimmen ist lediglich das totale Differential 
(6, 13) . ds =p-.dz+g:dy 
zu integrieren. Man erhält 














» 


z =} [zu) + zv)] + 4 {[z{u)y(o) — z(u)y(u)] 
um |, + Tatw)plo) — ao)ptu)] + [x(u) — z(v)] -[plo) — ru] 
(6, 14) + [utu) — yo)] Tat) — Aw} 


+4 f [(zdy — ydx) + (pdg — qdp)] 


Durch (12) und (14) ist die Fläche ® der festen Relativkrümmung K = — A durch 
. den Streifen (9) vollkommen bestimmt. 


art A Sartre ’ 


12) K. Strübecker, Zum Gauchyscben Problem der Ditterentialgleichung rt—s? = K, Deutsche Mathe- 
matik 6 (1942), S. 507—524. 
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Beiträge zur Gruppentheorie. IN. 


Über einen Satz von Frobenius. 


Von Otto Grün in Berlin. 





’ 


Frobenius!) hat folgenden Satz bewiesen: 

Wenn die endliche Gruppe ® eine Untergruppe U besitzt, die ihr eigener Normali- 
sator in & ist und mit keiner der zu ihr in ® konjugierten Gruppen ein von E verschiedenes 
Element gemein hat, so bilden diejenigen Elemente von ©, die weder in U, noch in einer zu 
U in © konjugierten Gruppe liegen, zusammen mit E einen Normalteiler ©, dessen Faktor- 
gruppe in ®isomorph mit U ist und durch U erzeugt werden kann, ® = 9. U,$/H =1. 

Dieser Satz steht bisher völlig isoliert da. Es ist nicht gelungen, ihn in irgend- 
einen allgemeineren Zusammenhang einzuordnen; auch hat man bisher keinen anderen 
Beweis für ihn als den von Frobenius gegebenen gefunden, der sich auf die Theorie der 
Gruppencharaktere stützt. 

Es soll hier dem Satz von Frobenius folgender Satz gegenübergestellt werden, der 
in gewisser Beziehung eine Verallgemeinerung, in anderer allerdings eine Spezialisierung 
der Voraussetzungen des Satzes von Frobenius bringt: 

Satz. In der endlichen Gruppe © sei die Untergruppe U ihr eigener Normalisator; 
alle Elemente aus U, die auch in zu U konjugierten Gruppen liegen, mögen in der echten 
Untergruppe U, von U liegen; ferner existiere ein Normalteiler U,> U, von U derart, daß 
U/U, auflösbar ist. Dann gibt es in & einen Normalieiler $ derart, daß 9:U=®, 
H9rUu=N, also G/H = U/U; ist. 

Um den Zusammenhang dieses ‚Satzes mit dem obigen Satz von Frobenius deutlich 
zu machen, wollen wir hier den Satz von Frobenius (I) mit'unserem Satz (II) im einzelnen 
gegenüberstellen. en 

75, Il. 
Voraussetzungen : Voraussetzungen: 
1) U<®, RU) ä u), 1’) U<®, RU) ni u, 
2) URU’=E für all TE®. 2) [...,BAW .„.Yalı<t 
wobei 7 alle Elemente aus & durchläuft, 
3) U>WM,>U, W/U, ist auflösbar. 
Behauptung: $ ist invariant in, Behauptung: 9 ist invariant in ©, 

6=9-WHnU=EGH-U G-9-WHU=-W,0/H= UN, 


*) Teil I erschien in dieser Zeitschrift 174 (1935), S. 1—14. .; N 

1) G.Frobenius, Sitz. Ber. Preuß. Akad. d. Wiss. 1901. : 

2) Hinsichtlich der Bezeichnung soll U < ® immer bedeuten: U ist echte Untergruppe von ®, entsprechend 
heißt 8 >U immer: ® ist echte Obergruppe von U;N(U) bzw. N(T) bezeichnet den Normalisator in.& von U 
bzw. T. 
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Wie man sieht, sind die Voraussetzungen 1) und 1’) die gleichen, die Voraussetzung 
2’) ist die weitestgehende sinngemäße Verallgemeinerung: von 2); dagegen bewirkt die 
Voraussetzung 3’) eine Spezialisierung gegenüber I, da sie kein Äquivalent in I hat. 
Verf. vermutet zwar, daß der zu beweisende Satz auch ohne die Einschränkung 3’) gilt, 
aber der Beweis ist ihm bisher nur mit der einschränkenden ‚Voraussetzung 3’) gelungen. 


Wir wollen nunmehr einige für den Beweis notwendige Folgerungen aus 1’) und ?') 
ziehen. Da 3’) hierbei noch nicht benutzt wird, gelten diese De auch im Falle I, 
indem man U, = E setzt. 

4) Der Normalisator in & eines jeden Elementes aus U, das in einer Nebengruppe 
von U, liegt, sowie’ jeder Untergruppe von U, die nicht in U, liegt, ist in U enthalten. 

2) Zwei Elemente aus U, von denen eines nicht in U, liegt, oder zwei Untergruppen 
aus U, von denen eine nicht in U, liegt, sind entweder in U konjugiert oder in & nicht 
konjugiert. 

3) Jede nicht in u, enthaltene Sylowgruppe. von U ist auch Sylowgruppe von ©. 

4) Ist U Untergruppe der Untergruppe ® von ©, so sind alle in ® enthaltenen, in 
& zu U konjugierten Gruppen in ® mit U konjugiert. 

5) Ist ® irgendeine Untergruppe von ® und UA®=1U> U,, so ist Win ® sein 
‘eigener Normalisator, Alle in ® enthaltenen, in & zu U konjugierten Gruppen sind in 
® mit U konjugiert; alle Elemente aus U, die auch in einer in ® zu Ü konjugierten Gruppe 
liegen, liegen it U,. U spielt in ® die gleiche Rolle wie U in ©. 

4) Es sei S ein nicht in :U, liegendes Element aus U, TEeN(S). Aus Set. 
folgt: TISTe T-1UT; wegen TIST=S ist alo SEU A T-WT. Da S& U, sein 
soll, muß T-!UT=U, also TENU) = U sein, w.z.b.w. Denselben Beweis. führt 
man’für Untergruppen von U, die nicht in U, iogeti. 

2) Es seien $Sund T-!ST in U und es sei $ nicht in U, enthalten. Aus T-ISTeU 
‚folgt aber auch Se TUT-!, daher Se Un TUT-!; da $ nach Voraussetzung nicht 
in U, liegt, ist also TUT-!= U, d.h. TeX(U) = U, w.z.b.w. Den gleichen Beweis 
führt man für Untergruppen von U. Da natürlich. U, Normalteiler von U ist (invariante 
Definition), so ergibt sich noch: Sind S und 7157 in U und ist S nicht in U, enthalten, 
so ist auch 7-1ST nicht in U, enthalten, sowie die entsprechende ER für Unter- 
gruppen von 1. 

3) P’ sei eine nicht in U, liegende p-Sylowgruppe von U und sei in der p-Sylow- 
‘gruppe ® von & enthalten. Wäre ®’ echte Untergruppe von ®, so wäre KP)AP>P, 
also nicht in U enthalten; nach 1) ist aber der Normalisator in © jeder nicht in U, lie- 
genden Untergruppe von WU in U enthalten, also tolgt P’= RP, w.z.b. w. 

’ 4) U und T-!UT seien in der Untergruppe ® von & enthalten. Nach 3) enthält U 
wenigstens eine nicht in U, liegende Sylowgruppe von ®, etwa eine p-Sylowgruppe ® 
von ©. Dann ist ® auch Sylowgruppe von ®, ebenso T-!BT, also sin® B und T-!B7 
in ® konjugiert, d. h. es gibt ein Element Se derart, 'daß S-1BS = T-IBT ist. Aus 
PU folgt, aber: SIPS<STIUS<R, daher SIUS A TUT>SIBS = T-IPT, 
und wegen ® & U, muß nun S-!US = T-!UT sein, also sind U und 7-!UT durch das 
« Element 5 € ® konjugiert. 

5) Si BrU=U>U, und 'T-ÜT=U,Te®. Dann ist Ü<Un TUT, 
also nach einer schon mehrfach benutzten Schlußweise TUT=U und TeU, also 
auch TEUNn®=J, d.h. U ist sein eigener Normalisator in ®; weiter ist klar, daß 
alle Elemente aus U, die in zu U in ® konjugierten Gruppen enthalten sind, ‚eine Unter- 
. gruppe U, < U, von U erzeugen müssen, denn sie sind auch in. zu U konjugierten Gruppen 
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enthalten. 'Also spielt U in ® genau die gleiche Rolle wie U in &. Nun sei p ein Prim- 

teiler von [U:U,]; nach 3) ist dann eine p-Sylowgruppe von ® in U enthalten, ® sei 

eine solche. Ist nun 7-!W7 in ®, so,ist auch T-!B7 eine p- Sylowgruppe von ®, also 

mit ® in ® konjugiert; dann ist nach der i in 4) r—älie Schlußweise 7-"Ü7 mit Ü 

in ® konjugiert, wie behauptet. 
Wir kommen nunmehr zum. Beweis unseres Satzes. 


Es sei, U eine Untergruppe von ®, die ihr eigener Normalisator in & sei, alle Ele- 
mente aus U, die auch-in zu U konjugierten Gruppen liegen, mögen die echte Unter- 
gruppe U, von Ü erzeugen, und U,>U, sei ein Normalteiler von U mit auflösbarer 
Faktorgruppe U/U,. Wir behaupten, daß es dann einen Normalteiler $ von & gibt, 
derart dB U-95= 6, UNn9 = U, also 6/9 = U/U, ist. Wir führen den allgemeinen 
Fall zunächst auf den Fall einer abelschen Faktorgruppe U/U, zurück, indem wir zeigen: 
Wenn der Satz richtig ist, falls U/U, :-stufig metabelsch ist, so ist er auch richtig, falls 
u/u, (Ü + 1)-stufig metabelsch ist, wobei i > 1 sei. 

Es sei also U/U, mindestens (i + 1)-stufig metabelsch und U, > U, der (vindewtig: 
bestimmte) Normalteiler von U, welcher die maximale genau i-stufig metabelsche Faktor- 
gruppe von U/U, liefert. Nach Voraussetzung gibt es dann einen Normalteiler $ von 
& derart, daß U-H = ®, Un H = U,8/H = U/U, ist. In 9 spielt nach 5) U, genau 
die gleiche Rolle wie U in &; wenn U, der Normalteiler von U ist, welcher die maximale 
genau (i + 1)-stufig metabelsche Faktorgruppe von U/U, liefert, so ist U,/U, die maxi- 
male abelsche Faktorgruppe von U,/U,, und nach der Induktionsvoraussetzung gibt es 
einen Normalteiler 9, von 9 derart, daß 9, U, = 9, $rU, = U, also 9/9, = U,/U, 
ist. Wir haben zu zeigen, daß $, auch Normalteiler von & ist. Wegen & = U-.9 und 
$=4U,: 9, ist klar, dB U-W, =6© und Un $, =U, ist. Sei nun p eine in der 
Ordnung g von © aber nicht in der Ordnurg von U/U, aufgehende Primzahl, und zwar 
gehe p genau zur k-ten Potenz in g auf; wegen &= 9- $, und Ur 9, =U, ist dann. 
die Ordnung von $, durch p* teilbar, also liegt eine p-Sylowgruppe von ® in $,, also 
auch in 9; 9 ist Normalteiler von & und enthält eine p-Sylowgruppe von ©, also alle 
p-Sylowgruppen von ©; diese sind daher p-Sylowgruppen. von 9; 9, ist Normalteiler 
von & und enthält eine, also alle p-Sylowgruppen von 9, also von ©. Das gilt für jede, 
in der Ordnung von ® aber nicht in der Ordnung ven U/U, aufgehende Primzahl, und 
es gibt mindestens eine solche?). Die Vereinigungsgruppe aller dieser Sylodgrappen von 
6 ist also ein in $, liegender charakteristischer Nörmalteiler 9, von® $,nU kann 
also höchstens gleich U; sein. Wir zeigen nun, daß U- $, = © ist und betrachten zu 
diesem Zwecke die Untergruppe U-9,/$, von &/$,. Inder Ordnung der Gruppe ©/9, 
gehen nach der Definition der Gruppe $, nur solche Primzahlen auf, die auch in 
der Ordnung von U/U, aufgehen; wegen 1,>W,>U, sind das nach 3) nur solche 
Primzahlen g, für die eine g-Sylowgruppe von & in U enthalten ist; daraus folgt aber 
sofort: Ist.g ein beliebiger Primteiler der Ordnung von ®/$,, so ist eine g-Sylowgruppe 
von /$, in U-H,/$, enthalten, also ist die Ordnung von ®/$, gleich der von U-9,/ Ds 
und daher = U: $,. Setzt man nun Un, =W=<U, so ist 6/9, = uu,, dem 
Normalteiler U,/U, von U/U, entspricht daher der Normalteiler U,.9,/$, von. &/9.- 
Also ist U, 9, = 5, Normalteiler'von ©, und &s ist bewiesen: Wenn der behauptete 
Satz für eine i-stufig metabelsche Faktorgruppe U/1, richtig ist, so ist er auch für eine 
.(# + 1)-stufig metabelsche Faktorgruppe U/U, richtig, vorausgesetzt, daß i > 1 ist. 


®) Ginge jede die Ordnung von & teilende Primzahl in der Ordnung von U/U, 'auf, so würde wegen . 
W,>U, nach Folgerung 3) zu jeder in der Ordnung von © aufgehenden Primzahl p wenigstens eine p-Sylow- 
gruppe von @ in U enthalten sein, also wäre die Ordnung von U gleich der von @, d.b.U=@. 
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Es genügt also nunmehr, den Satz unter der Voraussetzung zu beweisen, daß U/U, 
die maximale abelsche Faktorgruppe von U/Ü, sei. Wir bilden zu diesem Zweck & durch ° 
Verlagerung?) auf U/U, ab und zeigen: Ist $ ein Element aus U und SU, + U,, so ist 
die Verlagerung von $S aus & nach U/U, gerade gleich S, die Abbildung von & auf U/U, 
‚ findet also auf die volle Faktorgruppe u Un statt. Damit ist dann alles bewiesen. 

Sei nun G= U{S} + U-T{S} +». Der erste Komplex U{S} = U liefert zur 
Verlagerung von S den (multiplikativen) Beitrag 5; da WS=NU, und U,>U, ist, 
kann kein weiterer Komplex UT{S} nur aus einer Nebengruppe von U bestehen, denn 
aus U7{S} = UT würde folgen: {$} < U, gegen die Annahme U,S + U,. Es sei also 
5” die niedrigste Potenz von 5, die in T-!WT liegt;. dann liegt S” in U und T-!UT, ° 
also in U,, m ist Teiler der'Ordnung von $, und es ist UT{$} = Dr UTS+---+ 
+ UTS"14 Es wird UWT-S=UT$S-E, UTS-S = UTS$?- ‚UTSm-2. s- = 
= UTS"-1.E, UTS"r1-5=UTS"= UT-E, da S”" in U, ir, also liefert jeder ° 
Komplex U7{S} + U den Beitrag E zur Verlagerung von S, die. Verlagerung von $ 
aus Ö%nach U/U, wird daher genau gleich S, wie behauptet; die Abbildung von & auf U 
findet somit auf die volle abelsche aan Kuh u U, statt, w.z.b.w. Unser Satz ist damit 
in vollem Umfang bewiesen. 

Wie bereits erwähnt, ist der obige Satz von Frobenius bis jetzt nur mit Hilfe der 
Theorie der Gruppencharaktere bewiesen worden. Man würde einen außerordentlich 
einfachen Beweis für diesen Satz haben, wenn man folgenden Hilfssatz direkt beweisen 
könnte: 

Ist die Untergruppe U von © ihr eigener Normalisator in & und und hat U mit jeder 
in © zu. U. konjugierten Gruppe den Durchschnitt E, so gibt es ein System von rechten (linken) 
Nebengruppenrepräsentanten für U in &, welches gleichzeitig auch Repräsentantensystem 
für jede zu U in © konjugierte Gruppe ist. Daß dieser Hilfssatz richtig ist, folgt rückwärts 
sofort aus dem Satz von Frobenius; die Elemente des dort nachgewiesenen Normalteilers 
von ® bilden offenbar ein solches gleichzeitiges Repräsentantensystem für alle zu U in 
®& konjugierten Gruppen. Nehmen wir nunmehr an, der obige Hilfssatz sei auf irgend- 
eine Art bewiesen, es.gäbe also ein System von Elementen Sp. 8, von gleichzeitigen 
rechten. Nebengryppenrepräsentanten für U und alle zu U konjugierten Gruppen. Wir 
stellen fest: 2 

4) Ist T ein beliebiges Element aus ®, so ist mit S,,...,S, auch S,7T,...,8,7 
ein dem Hilfssatz entsprechendes Rechtsrepräsentantensystem. Denn aus & = US, + 
+US,+..-+ US, folgt: = US,T+£ US,T +: -- + US,T, ebenso für alle zu U, 
konjugierten Gruppen. 

2) Es gibt ein gleichzeitiges Rechtsrepräsentantensystem für U und.alle zu U 
konjugierten Gruppen, in dem ein Repräsentant = E ist. Denn nach 1) ist auch für 
T = S;! das System S,$!= E, 8,87',...,5,57" ein solches System. 

3) Es gibt nur ein einziges gleichzeitiges Rechtsrepräsentantensystem für alle zu 
U konjugierten Gruppen, das E als Repräsentanten enthält. Dieses enthält mit einem 
Repräsentanten 7 auch den Repräsentanten T-!. Denn sei E, T,,..., 7,-, ein solches 
Repräsentantensystem. Dann repräsentiert in einer Zerlegung jedesmal # die Gruppe U 
oder diejenige zu U konjugierte Gruppe, nach der ® zerlegt wird. Also sind die Ele- 
mente 7,,..., 7,-, weder in U noch in einer zu'll konjugierten Gruppe enthalten. 
Wegen [6:U] = n, Un T-!UT = E für alle Te © gibt es äber genau n —1 Elemente 
. 1n,®, die in keiner zu U konjugierten Gruppe enthalten sind, also sind 7,,..., Ta-ı 


*) Über die Verlagerung und ihre Anwendung siehe Teil I, 1. c. 1), er etwa Zassenhaus, Lehrbuch der 
Gruppentheorie, Bd.1, 8.128. . 


# 
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eindeutig bestimmt. Ist ferner das Element 7 weder in U noch in einer zu U konjugierten 
Gruppe enthalten, so gilt dasselbe für das Element 7-!; also ist mit jedem 7, auch das 
Element 7;" in dem System E, T,,..., 7,., enthalten (i=14,2,..?,n—1) 

4) Ist E,T,,..., 7.) ein dem Hikssatz entsprechendes Rechtsrepräsentanten- 
system, so bilden seine Elemente einen Normalteiler von &. (Das ist der Satz von Frobe- 
nius) Zum B£weis erwägen wir, daß nach 1) auch: ET,, T,T,..., ,Ä4h,üi=1,... 
n—1) ein gleichzeitiges Repräsentantensystem?°) ist, und daß es nach 3) E als Reprä- 
sentanten enthält, also von der Reihenfolge abgesehen gleich E, T,,... , 7,-ı ist. Dar- 
aus folgt, daß das System E, T,,..., 7,., mit jedem geordneten Paar 7‘, 7, von 
Elementen auch das Produkt 7,7, enthält. Da die übrigen an eine Gruppe zu stellenden 
Forderungen von vornherein erfüllt sind, bilden also die Elemente E,T,,..., Ta 
eine Grüppe. Diese Gruppe ist Normalteiler von ©, denn sie enthält mit jedem Element 
T auch alle zu 7T in © konjugierten Elemente, weil sie aus E und allen den Elementen 
aus © besteht, die weder in U noch in einer zu U in © konjugierten Gruppe liegen; diese 
Definition ist aber invariant. Damit ist der Satz bewiesen. 


“ 


®) Denn nach 3) enthält das System E, T,,..., 7„-, mit jedem 7, auch T!(#=1,2 2 n—1). 





Eingegangen am 13. August 1943, 
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Über gewöhnliche und signierte Permutationen. 


Von Franz Denk und Otto Haupt in Erlangen. 





Einleitung. 


0.1. Beim Versuch, eine Klassifikation für die Singularitäten der Bogen von a 
licher linearer Ordnung im A, aufzustellen, wird man zwangsläufig auf eine Kennzeich- 
nung dieser Singularitäten durch zuntenagte; sogenannte signierte .Permutationen'!)®) 
geführt! Die Einteilung der in Rede stehenden Singularitäten nach ihrer linearen Ordnung 
führt weiter auf eine rein kombinatorisch erklärte Einteilung der signierten Permuta- 
tionen; nämlich auf die Einteilung nach der.sogenanuten (kombinatorischen) Mindest- 
ordnung?). Die Bestimmung dieser Mindestordnung (auf kombinatorischem Wege) ist 
Gegenstand einer Note?), welche an die gegenwärtige Note anschließt. Für diese Be- 
stimmung sind einige allgemeine (rein kombinatorische) Betrachtungen über gewöhnliche 
und signierte Permutationen nützlich. Da diese Betrachtungen auch an und für sich nicht 
ohne Interesse zu sein scheinen, sollen sie in vorliegender Note für sich zusammengestellt 
werden. 
0.2. Ausgangspunkt der in Rede stehenden Betrachtungen ist eine geometrische 
Repräsentation der gewöhnlichen Permutationen, nämlich die Repräsentation durch 
(Sehnen-)Geflechte®). Und es handelt sich dann im wesentlichen um einfachste Sätze aus 
einer durch diese Repräsentation nahegelegten Geometrie der Permutationen bzw. Ge- 
flechte. In diesem Sinne beschäftigt sich der nachstehende $1 unter anderem mit der 
(jeweils eindeutig bestimimten) Darstellung einer gewöhnlichen Permutation P bzw. des 
(der P eindeutig entsprechenden) Geflechtes & = &(P) als sogenannte Büschelfolge. Die 
Anzahl L =L(P) =L(6) der Büschel in dieser Folge wird als Länge von P bzw. von 
©(P) bezeichnet. Anschließend ergibt sich dann ($ 2), daß jede, aus der gewöhnlichen 
Permutation P =(o,,...,0%) durch Signierung der o, entstehende (signierte) Permuta- 
tion P =(6,,...,0,) ein-eindeutig einem Teilgeflecht & von &(P) zugeordnet werden 
kann. Aus der Darstellung von ® als Büschelfolge (im Sinne des $ 1) kann ? (d.h. die 
Signierung) unmittelbar entnommen werden; die Länge von © wird als Länge von ? be- 
“zeichnet. .In $3 wird eine aus P unmittelbar entnehmbare obere Schranke Z = L(P) für 

" L(P) angegeben, und es werden diejenigen Permutationen P aufgestellt, für welche 


2) Denk-Haupt, Über die Singularitäten reeller Bogewim R,, Journ. f.d. r.u.angew. Math.183 (1941), 
6988, 
2) Vgl. a.a. 0.1), Nr.8. 1. Druckfehlerberichtigung: Seite 87, Nr.2. 6. 1, 2. Schritt, Zweitens ist überall jr 


durch o, zu ersetzen und. £ 2, durch &,, ausgenommen, wenn j, bzw. & a, als Index in‘a,, usw. auftritt. — Seite 89, 
r 5 N 
Zusatz, Zeile 1 nach (7*) ist zu streichen j, < 


3) Haupt, Über die kombinatorische ‘ Mindestordnung IOFROR Permutationen, Journ. f. d. r. u. 
angew. Math. 

*) Vgl. F. Denk, Über du Aufbau der Permutationen geordneter RD: Journ. f. d. r. u. angew. Matb. 
176 (1937), 1881. 
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UP) =_L{P): sogenannte ordentliche Permutationen. Schließlich werden ($ 4) sämtliche 
Permutationen aus n Elementen bestimmt, deren Länge gleich 1 “oder n oder4n — 1) ist: 
auch werden für n =2 und n =3 zu allen signierten Permutationen ihre Längen be- 
stimmt. 

‚ Nicht eingegangen wird dagegen auf die Frage nach der Anzahl aller (gewöhnlichen 
und signierten) Permutätionen bei beliebig vorgegebenen n und Z, eine Frage, die, wie e8 
scheint, nicht einfach zu beantworten ist. / 


$ 1. Geometrische Darstellung gewöhnlicher '"Permutationen. 
1. 1. Wir betrachten zunächst gewöhnliche (d. h. nicht-signierte)’) Permutationen 


PePrstw..o={l") 


re 
der Elemente i,...,n. Jede solche Permutation läßt sich geometrisch veranschaulichen 
wie folgt: Man betrachte (in der Ebene) zwei parallele und gleichgerichtete (gleichorien- 
tierte) Geraden. A, B und auf jeder von ihnen n verschiedene Punkte, die miti,...,n 
bezeichnet seien und in dieser Reihenfolge auf A bzw. auf B im Sinne der Orientierung 
dieser Geraden aufeinander folgen. Die Punkte auf A bzw. auf B seien als a-Punkte bzw. 
als b-Punkte bezeichnet. Von den beiden a-Punkten u und v heiße u links bzw. rechts 
- von v gelegen je nachdem u <voder v <uist; entsprechend für die b-Punkte. Die 
Verbindungsstrecke des a-Punktes » mit dem b-Punkt o, bezeichnen wir als Sehne 
2 o,) und » bzw. o, als ihren a-Endpunkt bzw. als ihren b»-Endpunkt. Zwei Sehnen 
=(u,0,) und ,=(», o,) schneiden- sich oder sind fremd, je nachdem 
2 — u) (0, —o,) <0 oder ( — u) (,—0o,)> 0. Sind’ s, und s, fremd, so heiße s, 
links bzw. rechts von s, gelegen, je nachdem » — u <0 bzw. » — u > 0 ist; liegt 
s, links von s,, so liegt s, rechts von s, und umgekehrt. Also: Irgend zwei nicht identische 
Sehnen schneiden sich oder die eine liegt links (oder rechts) von der anderen. 

1.2. Jedes System von untereinander verschiedenen Sehnen, welche unter den 
(,o),"=1A,...,n enthalten sind, heiße ein Sehnengeflecht®), kurz SGefl. Ist 
jede Sehne des SGefl. $’ zugleich Sehne des SCefl. 5’, so heiße $’ ein Teilgeflecht 
von 5” oder in S” enthalten. 

Sind n a-Punkte und n b- Punkte fest ERROR so entspricht also insbesondere jeder 
Permutation P aus n Elementen umkehrbar eindeutig ein Sehnengeflecht & = ©(P) aus 
n Sehnen mit den gegebenen a- und b-Punkten als a- bzw. b-Endpunkten. 

Im folgenden legen wir jeweils ein festes, aus n Sehnen gebildetes SGefl. zugrunde, 
in welchem die ührigen betrachteten SGefl. (als Teilgeflechte) enthalten sein sollen. 

Anmerkung 1. Zur Motivierung der soeben eingeführten Bezeichnung sei an 
folgendes erinnert. Bei der (später ®)) vorzunehmenden Bestimmung der sogenannten 
- kombinatorischön Mindestordnung?) handelt es sich um die Abzählung der Vorzeichen- 
wechsel in den Koeffizientenreihen a,, a)... ,4n und du dir - - - ‚dm, wobei b, =4, = 
sign (6,) - a, usw. Deutet. man daher den a-Punkt » bzw. den b-Punkt « als Repräsen- 


. 

5) Vgl. a.a.0.!). Unter eirier gignierten Permutation P = (9,,...,0,) aus n Elementen wird dabei 
verstanden das Ergebnis zweier Operationen, ausgeübt auf die Elemenente 1,...,n, nämlich erstens der (ge- 
1:::n 


Pr )- = (04-0) und zweitens der Signierung, 


wöhnlichen oder nicht*signierten) Permutation P-= A 
in 


d.h. der Multiplikation von o, mit +1 oder —1. Es ist also o,= +0,»=1,...,n. Man bezeichnet P auch 
als zu P gehörig oder als aus P durch Signierung entstanden. — Die signierten Permutationen sind 
spezielle monomiale Substitutionen, vgl. A. Speiser, Theorie der ar von endlicher Ordnung, 3. Aufl., Berlin 
1937, 136. 

*). Vgl. a.a. 0.2). 
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tanten des Koeffizienten a, bzw. b,, so repräsentiert die geordnete Reihe der a- bzw. b- 
Punkte’) 0,1,...,ri je die Reihe unserer Koeffizienten. Bei dieser Deutung wird dann 
durch die Sehnen unseres SGefl. jedem Koeffizienten a, der ihm (bis höchstens aufs Vor- 
zeichen) gleiche Koeffizient b, zugeordnet. Diese Deutung wird insbesondere für die Ver- 
anschaulichung späterer Entwicklungen von Wichtigkeit sein. 

Anmerkung 2. Übrigens könnte man die Trägergeraden der» a- und b-Punkte 
auch als sich schneidend annehmen und den a-Punkt 0 mit dem b-Punkt 0 in ihren Schnitt- 
punkt zusammenfallen lassen. Ferner kann jedes topologische Bild eines Sehnengeflechtes 
ebenfalls als SGefl. gelten. Von diesen Möglichkeiten wird bei der Anwendung auf die, ° 
Theorie der Raumkurvensingularitäten Gebrauch zu machen sein. 

1.3. Eine spezielle Art von SGefl. sind die von uns so genannten Büschel. Ein 
SGefl. ist ein, Büschel dann und nur dann, wenn keine zwei seiner Sehnen fremd sind. 
Gleichbedeutend damit ist also folgendes: Sind U... , 4, die a-Endpunkte dert Sehnen 
Syy++.,5, des SGefl. in natürlicher Anordnung von links nach rechts, d.h. u, links von 
U4n,r=41,...,:— 1, ist ferner v, der b-Endpunkt von s,, so sind die v,,.. . . , %, natür- 
lich angeordnet von rechts nach links, d. h. v, liegt rechts von v,4,,r =1,...,2— 1, oder 
also: Durchläuft mian die a-Endpunkte der s, von links nach rechts, so werden die b-End- 
punkte von rechts nach links durchlaufen. 

1.3, 1. Jedes SGefl. läßt sich, wie wir zeigen werden, eindeutig als eine Vereinigung 3 
bestimmter Art von Büscheln dürstellen, nämlich als (aeorduste) Büschelfolge, kurz 
BF. Man bezeichnet dabei ein uapinsine System von Büscheln BW, B(®%,..., Br als 
BF der Länge r > 0, wenn folgendes BF-Postulat erfüllt ist: Die BF ist entweder leer 
(r =) oder sie besteht aus einem einzigen nicht leeren Büschel (r =1) oder keines der 
Büschel.B(W,..., B",r 2 2 ist leer und jede Sehne aus B(@+% liegt rechts von mindestens 

einer Sehne aus Bo, füralleoe =4,..,r—1. ; 

Aus dem BF- Postulat folgt fürr 2 2; 

(1) Jede Sehne aus B\*) liegt rechts von mindestens einer Sehne aus BM, r=2,..,r; : 
j= Luusoh 

(2) Keine Sehne aus B®) liegt.links von einer Sehne aus B(- oder auch: Keine Sehne 
von B“®) liegt rechts von einer Sehne aus BO + Be+D -...+BN,o =2,..,r—1. 

Zusatz. Insbesondere haben also keine zwei Büschel der BF eine Sehne hin 

. In der Tat: (1). ergibt sich (durch vollständige Induktion) aus dem BF-Postulat. — 
Wäre (2) nicht richtig, so existierte ein j 2 4 und dazu eine Sehne s, bzw. ’s,-; aus B® 
bzw. B- derart, daß’s, links liegt von s,-;. Zufolge (1) liegt nun eine Sehne s,_, aus 
B“=9) links von s,, also auch links von s,-,, was nicht möglich ist; denn s/_, und s,-; ge- 
hören dem gleichen Büschel an. 

1.4. Wir zeigen nun: 

Jedes Sehnengeflecht & = ©(P) ist auf eine und nur eine Weise darstellbar als ge- 
ordnete Büschelfolge. 

Diese Darstellung werde kurz als BF-Darstellung oder auch als BF-Normal- 
form des SGefl. & oder auch der Permutation P bezeichnet: &=(B»,..., B(), ferner die 
die Länge r der BF-Normalform auch als Länge L(©) des SGefl. © oder auch als Länge 
L(P) des Permutation ?. ; 

Beweis a) Betr. Existenz der BF. Es sei P.bzw. © vorgegeben. I.-Wir bilden das 
System ©, aller Sehnen. aus ®, links von welchen keine Sehne aus & liegt. Dann ist ©, 
ein Büschel B(); denn anderenfalls enthielte ©, zwei fremde Sehnen, deren eine also - 


?) Um auch für die Koeffizienten a,, b, eine geometrische Deutung zu erhalten, führen wir hier noch 
den a- und den b-Punkt 0 ein; statt (ey +--o„) ist demgemäß (ogey:--0,„) zu betrachten, wobei aber o, =. 
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links liegt von: der anderen. El. Ist nun &) =& — ©, leer, so ist & = BW, alsor =1 
und die Beh. ist bewiesen. -III. Ist hingegen ©, + 0, so liegt jede Sehne aus ®/ rechts 
von mindestens einer Sehne aus ©, (gemäß der Konstruktion von ®,). Wenden wir daher 
auf ©, an Stelle von © die in I. angegebene Konstruktion an, so wird dadurch von ©; 
ein Büschel ©, abgetrennt, welches zusammen mit ®, eine BF bildet. Fortsetzung dieser 
: Schlüsse führt zum Beweis. 

b) Betr. Eindeutigkeit. Es seien B{®,..., BY», j =1,2, zwei Darstellungen von & 
als BF, Wäre nun beispielsweise s{” eine in B aber nicht in B( enthaltene Sehne, so 
‚ läge s{ rechts von einer Sehne aus B$ (vgl. Nr. 1.3. 1, (1)), also rechts von einer Sehne 
aus & = Bf’? +--- + B$ im Widerspruch zu Nr. 1.3.1, (2). Daraus folgt B() — BI, 
Wendet man die gleiche Schlußweise auf 6%, =® — Bi’ = BP +... Ber, 
j=1,2, usw. an, so ergibt sich der Beweis. 

1.5. ‘Nachstehend seien noch einige Bemerkungen an die BF-Darstellung einer 
(nicht-signierten) Permutation angeschlossen, welche bei unseren späteren Betrachtungen 
nützlich sind. 

1.5.4. Unter einer (geordneten) Sehnenfolge, kurz SF, sei ein SGefl. verstanden, 
in dessen BF-Normalform alle Büschel genau eine Sehne enfhalten. Unter den in einer be- 
liebig vorgelegten SGefl. enthaltenen SF bezeichnet man als längste SF diejenige von 
der maximalen Länge. 

Wir behaupten: 

Man erhält alle im vorgegebenen SGefl. & enthaltenen längsten SF auf folgende 
Weise: Es sei BW,..., B(N die BF-Normalform von ©. Man wähle irgendeine Sehne s, 
aus B(), sodann irgendeine, links von s, gelegene Sehne s,-, aus B(-D, allgemein irgend- 
eine links von s, e B( gelegene Sehne s,-, e Be-d, go =r,r—4A,...,2. 

In der Tat: Die soeben angegebene Konstruktion (Auswahl) der s,, s;-,, - . . bricht 
wegen Eigenschaft (1) der BF erst mit s, ab, liefert also eine SF der ‘Länge r. Ferner kann 
die Länge einer im SGefl. enthaltenen SF nicht größer sein als r, weil keine zwei Sehnen 
einer SF zu gleichen Büscheln gehören können. Schließlich werden durch unsere Kon- 
struktion alle längsten SF geliefert; weil nämlich jede längste SF F die Länge r besitzt, 
so enthält F aus jedem der B(") genau eine Sehne und alle derartigen SF werden ersicht- 
lich durch unsere Konstruktion erhalten. - 

Wir haben also: 

Jede längste im SGefl. © enthaltene SF. besitzt die gleiche Länge wie © selbst. Ist 
BW,..., Bin die BF-Normaljorm von &, so ist für eine längste SF notwendig und hin- 
reichend, daß die SF mit jedem der B“) (genau) eine Sehne gemeinsam hat. 

Zusatz. Es gibt möglicherweise Sehnen von &, welche in keiner längsten BF von © 
enthalten sind. Es sind dies alle und nur diejenigen Sehnen aus einem.der BO,o =1,...,r, 
der BF-Darstellung der ©, welche gleichzeitig von allen Sehnen aus B(*+\) geschnitten werden. 
— Übrigens ist jede Sehne aus 3 Glied einer in & enthaltenen SF von mindestens der 
Länge o . \ 

- Bezeichnet man’ jede.solche Sehne .als Se hnittsehne, bezeichnet man ferner jede 
SF aus & als maximal, welche in’keiner größeren SF enthalten ist, so haben wir: 

Eine maximale SF aus © ist dann und nur ar: zugleich eine in © längste SF, wenn 
sie keine Schnittsehne von © enthält. 

1.5.2. Etwas allgemeiner gilt: - 

Die Länge einer jeden aus (irgendwelchen) Sehnen von & gebildeten BF ist höchstens 
gleich der Länge von ©, d. h. gleich der Länge der BF-Darstellung von ©. 

In der Tat: Ist. die betrachtete BF aus allen Sehnen von © gebildet, so folgt die 
Beh. aus dem Eindeutigkeitssatz der Nr. 1. 4. Anderenfalls führt eine Schlußweise, ähn- 
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lich der in Nr. 2.6. angewandten, zum Ziel; man Kan den Beweis aber auch aus der 
nachstehenden Bemerkung (N?. 1.5. 2.1) entnehinen, die zugleich in anderer ah 
nützlich ist. 

1.5.2.1. Es seien & und © zwei SGefl. von der Länge r bzw. r’; ferner sei Gin & 
enthalten, und zwar entstehe & aus ® durch Wegnahme von genau k Sehnen (k >14). 
Dann gilt r<r <r-+k. (Die Länge des ‚größeren‘ der beiden SGefl. ist also nicht 
kleiner und um höchstens k größer als die Länge des „kleineren‘.) 

Beweis. 1. Es genügt ersichtlich, den Beweis für k =1 zu führen. Es sei dann 
BWV,..., B die BF-Darstellung von ®; ferner sei s.diejenige Sehne,von ©, durch deren 
Wegnahme aus ©, sich. & ergibt. Wir unterscheiden die beiden (alle Möglichkeiten er- 
schöpfenden) Fälle: a) Es existiert ein Index j > 1 derart, daß s rechts liegt von minde- 
stens einer Sehne aus B®); b) es existiert kein solcher Index. 

II. Zu a). Es sei i (mit 1 <:<r) der größte unter den als existierend voraus- 
gesetzten Indizes j. Und es werde das aus s allein bestehende Büschel (s) mit B® be- 
‚zeichnet; ferner werde B = B) gesetzt?). Dann gilt: 

(a,) Es bilden.B®W,..., Bo, B“ eine BT. (Denä für B® und B ist das BF- 
Postulat der Nr.’ 1.3.1 erfüllt.) 

(a,) Eine beliebige Sehne aus B+», falls nämlich £ <r, wird entweder von allen, 
Sehnen aus B“) geschnitten und liegt rechts von mindestens einer ‘Sehne aus B® oder sie 
liegt rechts von einer Sehne aus B®. (Dies folgt aus der Maximaleigenschaft von ti zu- 
sammen mit der Definition von Bo). 

Istnynt =r, so ist BD, ..., Bo, B) gemäß (a,) die BF-Darstellung von ©’ und 
mithin  =r +A1.w. z. z.w. re j 

Ist hingegen 1 <t sr — 1, so haben wir noch B“+N in Betracht zu ziehen. Es sind 
dann gemäß (a,) nur folgende drei Möglichkeiten vorhanden: 

(&) Entweder liegt jede Sehne aus B“+D rechts von einer Sehne aus 3". Gemäß 
(a,) ist dann BW,: „BO, Bw, BD, ..., B" die BE-Darstellung von ©’; es ist also 
r =r-+J1, w.z.z.w. 

($) Oder jede Sehne aus B@) wird von allen Sehnen aus B+D geschnitten. Dann 
ist (B) + B(+D) ein Büschel ‚B+V, für welches das BF- Postulat bezüglich Bo (vgl. (a,)) 
und (falls 42 <r) bezüglich B“+9 erfüllt ist. Somit ist BW,..., Bo, Bun, 
B+2),..., B® die BF-Darstellung von ©, also r’ =r, w.z.z.w. (Wenn +1 =r ist, 
entfällt Bern, 2, B9.) E 

(y) Oder es ir B“+1b Summe zweier (nicht leerer) Büschel, gebildet je aus allen 
Sehnen s«+1) [bzw. s*+)] von B@+D, von welchen jede Sehne aus B“) geschnitten wird 
[bzw. welche rechts liegen von mindestens einer Sehne aus B®]. - Die 5@+» bilden zu- 
sammen mit B ein Büschel B«+1), welches bezüglich B® dem BF-Postulat genügt. 
Ferner genügt das Büschel B+2 der s“+" bezüglich B“+1) ebenfalls dem BF-Postulat. 
Daher ist BW),. „Bo, Bern, B“+D eine BF. 
Im Falle (v) ist also (a,) "erfüllt, wenn (ii (a,))st bzw. (£ + 14) durch (t +1) bzw. 

(t + 2) ersetzt wird. Fallst < r — 2 ist, gilt ferner (a,) für B“+2 und B“+D; weil nämlich 

für B+2 und B*+N das BF-Postulat erfüllt ist, ‚liegt keine Sehne von Bu) links von 
_ einer Sehne aus B+D und liegt jede Sehne aus Burn, welche von allen Sehnen aus B(+» 
geschnitten wird, rechts von mindestens einer Sehne aus Burn, Zufolge dieser Gültigkeit 


®) Die Einführung der Bezeichnung B(") für B(9) sowie die Auffassung der Sehne s als eines (einsehnigen) } 
Büschels B(% hat den Zweck, die Anwendung vollständiger Induktion vorzubereiten (vgl. die Folgerung, aus-(y)): 
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' 
von (a,) und (a,) ist nun, wie man sieht, vollständige Induktion möglich, womit Fall a) 
erledigt ist. 


III. Zub). In diesem Falle gilt für jede Sehne s, aus &: Entweder liegt s, rechts von s 


oder es wird s, von s geschnitten. Setzen wir also BO — (s), ko sind (a,) und (a,) in Ziff. II 
erfüllt, wenn wir i =0 setzen. Daher gilt der in II. geführte Beweis auch hier. 

1.6. Die Darstellung der (nicht-signierten) Permutationen P durch Sehnengeflechte 
&(P) führt noch zu einer anderen Darstellung von P, welche wir später benötigen. 

Es sei nämlich P =(o,...0o,). Jeder Sehne s aus &(P) ist dann eindeutig zuge- 
ordnet die Anzahl 7(s) aller Sehnen aus &(P), welche nicht rechts von s liegen, einschließ- 
lich s selbst, (Es ist dann (n—-7(s)) dieAnzahl aller in & rechts von s gelegenen Sehnen.) 

Sind jetzt s, =(», 0,),» =1,...,n, die sämtlichen’ Sehnen von ®(P), so ist also 
das n-tupel (7{s,); ... ., 7(s„)) eindeutig bestimmt durch &(P) und damit’auch durch ?. 
Wir bezeichnen (7(s,),..., 7(s„)) als T:Darstellung der Permutation P und recht- 
fertigen die Bezeichnung „Darstellung“ durch den Beweis der folgenden Behauptung: 

1. Ist (Ts), - - -, 7(sa)) die T Darstellung der Permutation P von n Elementen, so gilt 
„Ss T(s), <sSn;v ER "eglbe 

2. Umgekehrt gibt es zu jedem n-Tupel (t,,. . .,£) natürlicher Zahlen mit » suSn, 
v» =1,...,n,eineeinzige Permutation P von n Biöseeier: deren T EEE (Ts); -:» 
Ts) gleich (ti; + 2a): ist, also u. —= Fls,),v =1,...,n 

Zusatz. Indbessndere ist also ein Sehmengeflecht stets eindeutig durch Vorgabe der 
T(s,) mit » < Ts)sn;» =1,...,n, festgelegt. . 

Beweis. Zu 4. Einerseits muß » < T(s,) sein, weil ja mindestens » Sehnen, nämlich 
(1, 0,),. . -, (?, o,) existieren, deren a-Endpunkt ER rechts von a-Endpunkt von s, liegt. 
Andererseits muß T(s,) S n sein, weil ja im ganzen nur n Sehnen vorhanden sind. 


Zu 2. a) Konstruktion von P. Es sei also gegeben (t,,...,2,) mit »St,Sn, 
» =1,...,n. Wir setzen o, =t, 21 (es wird also s, von (2, — 1) Sehnen geschnitten); 
ferner setzen wir (soweitn > 2 ist) o, =1, 22bzw., =, —1 > 1, jenachdem o, <t, 
bzw. 0, 2 t, (es wird also s, von (t, — 2) Sehnen geschnitten bzw. von (t, — 1) Sehnefl, 
zu weleh letzteren auch s, gehört). Allgemein: Es seien o,, ... ., om-ı schon bestimmt (m 2 2) 
und zwar unter Benützung lediglich der t,,.. . ., 2m-ı; dann setzen wir 0 = t„ falls tm > Ss; 
für ale A =1,...,m—1 (Fall A); anderenfalls (Fall B) setzen wir o„ gleich der (wie 
wir zeigen werden, eindeutig bestimmten) natürlichen Zahl z„ mit 1 S z„ <t„ sowie 
mit „» #s,4=1,..,m—A, und mit ti» =2m + Unlzm),;, wobei mit' U„(z) = 
U(o,,:..,0m-1; 2) die Anzahl aller derjenigen unter den o,,.. .,om-ı bezeichnet wird, 
welche größer sind als z. 

.  b) Rechtfertigung der Konstruktion und Einzigkeitsbeweis. Ist (o, . . -0„) eine Permu- 
tation der geforderten Art, so muß jedenfalls o, =t, 2 A sein, weil ja o, den am weitesten 
links gelegenen Endpunkt 1 besitzt und weil infolgedessen o, gleich der Anzahl der nicht 
rechts vom b-Endpunkt der Sehne s, gelegenen b-Punkte ist. Umgekehrt ist 7(s,) =, 
falls o, = t, gesetzt wird. — Wir wenden jetzt vollständige Induktion an. Es seien also, 
bei vorgegebenen t,,...„t„ mit v»<t,£n, für ein m > 2die o,,.. ., &m-1, alle unterein- 
ander verschieden, auf genau eine Weise nd zwar mit Hilfe’von i,,....,im-, allein be- 
‚stimmt derart, daß 7(s,) =t„a =1..„m—1. 

Fall A. Ist tm > o„für alle u =1,...,m— 1, so muß om =, sein und es ist dann 
zugleich o„ # o,,u“=1,..., m— 1;in der Tat müssen ja danh dies, = (u, o,), # = A,..., 
- m—-4, sämtlich links von s„ liegen und es muß außerdem genau (om — (m — 1) —1) 
Sehnen geben, von welchen s„ geschnitten wird, so daß» =1 + (m —1) +(0”»- (m—1) 
—1) = o„; und umgekehrt ist 7(s„) = t_ bei dieser Wahl von o„. _ 
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"Fall B. Nun sei t„ < o, für mindestens ein o mit 1 so <s m —1. Jedenfalls muß 


dann om <o, sein für mindestens ein „ mit 1 <a <n—41. Ferner muß für das ge- 
suchte o„ gelten t, = om + Un(om) mit om #0, a =1,....,m—1. In der Tat: Unter 
den $],-. .,sSm-ı besitzen genau U,(o„) solche b-Endpunkte, welche rechts vom b-End- 
punkt von s„liegen; von genau U „(om) der $1,- . -,Sm-, muß also s_ geschnitten werden; 
ferner müssen die b-Endpunkte von genau (o„ — 1) der Sjy + + +, Sn Iinks vom b-Endpunkt 
von s„ liegen; und ‚diese (om — 1) Sehnen zusammen mit den vorher erwähnten U„(on) 
Sehnen gowie mit Sm selbst müssen alle nicht rechts von s„ gelegene Sehnen liefern. Um- 
"gekehrt ist die Bedingung t„ = om + U„(o„).auch hinreichend dafür, daß t„ = T(sn). — 
Es genügt daher, die Existenz und die Eindeutigkeit einer von allen o,,...,dm-ı Ver- 
schiedenen Lösung z <t„ der Gleichung t„ =2+ U„(2) RER ERE Es seien 
0 <zU) <zW) <..-<zP <t„ die sämtlichen natürlichen Zahlen zwischen O und t,„, 
deren jede von sämtlichen bereits konstruierten o,, u =4,...,m—1, verschieden ist. 
Dann ist U„(2®) = m — 1 — (2® — k), somit 2 + U„(2®) =m—i1+kk=1M,...gq. 
Durchläuf® also z monoton die g’in Betracht kommenden 2%, so durchläuft (z + U(z)) 
inonoton alle Zahlen m, m +4,...,m +g— 1. Nun ist aber einerseits m S t„ (nach 
Vor.), andererseits gilt 2m. <m-+g—1; denn die Anzahl derjenigen o„, welche kleiner 
sind als t„, ist gleich („m —1 — g) und Sie größer als (m —2);, weil mindestens eines 
der 4, ... ,@m-, nicht kleiner als t, sein soll.. Folglich existiert genau eines unter den 
zw 1Sk<sy mt m = HU "a Damit ist der Beweis durch vollständige In- 


duktion fertig. 


$ 2. Geometrische Darstellung der signierten Permutationen. 


2.1. Mit Hilfe der Sehnengeflechte läßt sich eine geometrische Darstellung auch 
der signierten Permutationen angeben. Es wird sich nämlich zeigen: Ist eine nicht- 
signierte?) Permutation P gegeben und ist & = &(P) das der P ein-eindeutig entspre- 
chende SGefl., so lassen sich die aus P durch 'Signierung entstehenden signierten Permu- 
tationen P umkehrbar eindeutig.den Teilgeflechten der @ zuordnen, oder, was auf das 
gleiche hinausläuft ER 1.4) den in ® enthaltenen BF. Die Anzahl aller dieser Teilge- 
flechte ist (0) +() ++ (M) =2", wie es sein muß. Die erwähnte Zuordnung der 
BF zu den ? wird sich Re als wesentlich für die IRRE der sogenannten kom- 


binatorischen Mindestordnung von P herausstellen. ‚ ı ” 

2.2. Bei der Konstruktion der in Nr. 2.1 erwähnten Zuordnung zu den BF aus P 
bedienen wir uns folgender Bezeichnungen. - \ 

Es sis =(n,0)=s eine Sehne aus ® = &(P); ist-dann P =(oj...o.), 8 
schreiben. wir $=(»,0,) =s, und bezeichnen s als signierte Sehne im ARE Be 


geflecht 6= SD). 


Ferner setzen wir n(s) =, = (o 0, | B= Y 20,, also n,(s) = oder =, je nachdem 
o,> 0 oder 5, <0. Ist wieder 7(s) = 7(5) die Anzahl aller in © (oder ®) nicht rechts 


von s (oder 5) gelegenen Sehnen, so setze man 
TO HTD HI. 
Je nachdem 7’(s) = 0 oder = (mod 2), schreiben wir ferner 5 = Obzw.5=1 


und bezeichnen die Sehne s als von der Restklasse Nullbzw. Eins. Gehören zwei Sehnen _ 


s’, und 5” zur gleichen Restklasse oder zu verschiedenen Restklassen, so sollen sie kurz 

restklassengleich oder restklassenverschieden heißen, in Zeichen 5’ = s” bzw. 5 #5”. 
Zusatz. Man beachte, daß bei vorgelegtem P bzw. © durch Angabe von (s, und) 

T’(s,) umgekehrt »;(s,) und damit o, eindeutig bestimmt ist. 


„\ 
za\ 
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2.2.1. Ein Büschel von Sehnen aus ® heiße signiert, wenn alle Büschelsehnen 
restklassengleich sind; signierte Büschel werden durch überstrichene Buchstaben B usw. 
(als signierte) kenntlich gemacht. Ist s = 0 bzw. 5 = 1 für (alle) 5 e B, so bezeichnen wir 
B als von der Restklasse O0 bzw. 1 und schreiben B = 0 bzw. B = 1; entspre- 
chend ist B’ = B”’ und 3’ = B” zu verstehen. Eine Büschelfolge®) B(V,..., Br aus 
lauter signierten Büscheln 3 heiße alternierend, wenn entweder r =1 oder wenn 
r>22und Bo = p für alle o =A,...,r — 1; die leere BF rechnen wir ebenfalls zu den 
alternierenden BF. Spezialfälle alternierender BF sind die alternierenden SF (Sehnen- 
folgen) (Vgl. Nr. 1.5.1). Jede alternierende BF enthält alternierende SF gleicher Länge. 

2.3. Jeder (beliebig) vorgelegten ? läßt sich eindeutig eine in ®=©&(?) ent- 
haltene, alternierende BF zuordxien, wie folgt (vgl. die Konstruktiorf in Nr. 1. 4): 

I. Um bequemer Anschluß an die später erforderliche Bezeichnung zu haben, setzen 
wir © = ©. Es sei ®, die Gesamtheit aller Sehnen der Restklasse 1 aus ® welche „in 

. @, am weitesten links liegen“, d. h. es soll keine s’e © mit 5 = 1 links von einer Sehne s 
aus ©, liegen. Ist ®, leer, ist also s = O'für alle 5 € ®/, so werde der P die leere BF zuge- 
ordnet. Ist ©, nicht leer, so ist ®, ein signiertes Büschel B(V der Restklasse 1; denn alle 
5 € ®, gehören zu dieser Restklasse und keine zwei dieser s können fremd sein. 

II. Es sei jetzt ©,’ das System aller Sehnen der Restklasse 0 aus ©}, welche nicht 
rechts von einer Sehne aus ©, liegen. Wir setzen ©, = ®; — ®, — ®,. Sind dann in 
@, keine Sehnen der Restklasse 0 enthalten, so brechen wir die Konstruktion ab und 
ordnen der ? die alternierende BF Dt!) der Länge 1 zu. Anderenfalls betrachten wir die 
(nicht leere) Gesamtheit ©, aller, in ®) am weitesten links gelegenen Sehnen der Rest- 
klasse 0. Esist dann ®, ein signiertes Büschel 3% der Restklasse 0 und B(v, B® ist 
eine alternierende BF. 

III. Auf & und ©, werden jetzt.die entsprechenden Schlüsse angewendet, wie in 
Ziff. II. auf @) und ©,, wobei die Restklasse 0 durch die Restklasse 1 zu ersetzen ist. 
Fortsetzung des Verfahrens bis zum Abbrechen führt zur gesuchten ‚alternierenden BF. 

2.4. Wir zeigen: 

Wird bei: gegebener nicht-signierter Permutation P =(o,, ... .,0„n) ein beliebiges 
Teilgeflecht T' von & = ag bzw. die BF- ge BÜ),..., B von T’ vorgelegt und 
wird Bio gemäß B® = o signiert, e =A,...,r, so gibt es genau eine zu P gehörige 
signierte Permutation P=(5,...6,) dran. daß BW,..., Br die gemäß Nr.2.3 zu P 
konstruierte alternierende BF ist. (Der Fall, daß die vorgelegte BF leer ist, sei einbegriffen.) 

In der Tat: Im Falle der leeren BF muß s = 0 sein für jede se &. Davon abge- 
sehen, brauchen wir nur solche Sehnen aus ® zu betrachten, welche zu keinem der B® 
gehören, daj ja s = sein muß, falls s e Bo. — 1. Liegt s; € Ö links von einer s e BI, 
80 muß sein 5, = 0 gemäß der Definition von BW. — 2. Liegt s, e ® nicht links von einer 
se B(W, aber entweder links von einer se B% oder ist B(® leer, so muß sein ,=1; 
denn s, liegt (soweit nicht zu B( gehörig) rechts von (mindestens) einer se B(W, — 3. Aus 
2. erkennt man, daß bei entsprechender Fortsetzung der Schlüsse jede Sehne aus ® genau 
einmal erfaßt wird. Ferner gehört bei der gemäß Ziff. 1., 2. usw. gewählten Signierung 
die alternierende BF Bu, \ „B®) wirklich zu P im Sinne der Nr. 2.3. 

2.5. Gemäß Nr.'2. 3 ar 2.4 entsprechen somit auf Grund der Signierungsvor- 
schrift in Nr. 2.4 die signierten Permutationen P ein-eindeutig den Paaren, gebildet 
aus den (zu P gehörigen) nicht signierten Permutationen P und aus einem Teilgeflecht 
von P bzw. von &(P). Dieses Teilgeflecht heiße das charakteristische Teilgeflecht T von P. Die 


®) Vgl. die Definition der Büschelfolge in Nr.1. 3.1. 
Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 3. 
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BF-Darstellung diesesTeilgeflechtes werde als die charakteristische Büschelfolge 
BW,..., BN von P oder auch von. & = = & P) bezeichnet, ferner die Länge r von 7 als 
Länge LOB) von P oder auch L(®) von = St P). Hingegen werde unter der signierten 
charakteristischen BF ven p verstanden die aus der‘charakteristischen BF von P durch 
Signierung entstehende, alternierende BF Ba), nn 

Jedes T eülgeflecht von P trüt als ehnralteristisches Teilgeflecht einer pP auch wirk- 


lich auf. 
Anmerkung. Man hat also zu unterscheiden zwischen der Länge Z(P) von P und 


zwischen der Länge L(P) von P. h 

2.6. Im HinBlick auf spätere Erfordernisse zeigen wir noch: 

Die signierte charakteristische Büschelfolge von P ist eine I ängste unter den alter- 
nierenden BF, welche in &(P) enthalten sind. : 

Beweis. Zur Vereinfachung bezeichnen wir von zwei in ® enthaltenen Büscheln 
B’ und B” das eine, etwa B’, als links bzw. rechts vom anderen, also von B”, gelegen, 
wenn jede Sehne aus B’ entweder in B’ enthalten ist oder links bzw. rechts von (min- 
destens) einer Sehne aus B’ liegt; der Fall, daß B’ in B’’ enthalten ist, sei dabei ausge- 
schlossen. Im gleichen: Sinne ist die Ausdrucksweise zu verstehen,.es liege (das signierte 
Büschel) B’ links bzw. rechts von B”. Es sei nun BO, ..., B® eine in G&=6G(D) 
enthaltene alternierende BF. Die signierte charakteristische BF von P sei Boy, 2 BO. 

1. Wegen B\ = 4 liegt dann jedenfalls B{ rechts von B(V oder ist in BU ent- 
halten; denn anderenfalls gäbe es eine Sehne se Ömit5 = 1, welche nicht in B@ ent- 
halten ist und entweder links von (mindestens) einer Sehne aus B(W liegt, oder alle Sehnen 
von 5) schneidet, was der Definition von Ba widerspricht (vgl. Nr.2.3). _ 

2. Entsprechend liegt B® rechts von B(9 oder ist in. B(3 enthalten. Denn anderen- 
falls gäbe es eine Sehne $e ® mit $ = 0, welche rechts von einer Sehne aus B() liegt, 
nicht in 3% enthalten ist und entweder links von einer Sehne aus Ba liegt oder alle 
Sehnen von Bi schneidet, dies widerspricht aber der Definition von Ba. | 

3. Fortsetzung dieser Schlüsse zeigt, daß Bo rechts liegt von B‘0 oder in B) ent- 
halten ist, oe =1,...,r,, wobei r, =Min (g,r).. Wäre nun r + 1<g, so würde rechts 
von B® ein (nicht leeres) signiertes Büschel B/+ =r +1 liegen, was der Definition 
von Bf) bzw. von r widerspricht. 

Zusatz. Aus dem vorstehenden Beweise entnimmt man noch: Die signierte charak- 
teristische BF von ® ist unter den alternierenden BF aus ® dadurch ausgezeichnet, daß die 
ihr angehörigen Büschel am weitesten links liegen. (Man vergleiche dazu die der Definition 
der signierten charakteristischen BF zugrunde liegende Maximaleigenschaft dieser BF.) 

Eine analoge Bemerkung gilt für die BF-Darstellung eines nicht signierten SGefl. 
& im Vergleich mit jeder anderen in & enthaltenen: BF. 

2.7. Aus der Darstellung eines signierten SGefl. & durch das signierte SGefl 0) 
und die zugehörige charakteristische BF entnehmen wir unter anderem: 

1. Zu jeder P gibt es genau eine P mit Z( P=0. 

2, Bei gegebener P'ist L( P) s UP). 

2a. Damit für eine P gelte: L( P) <1 für alle aus P durch Signierung entstandenen 
P, ist notwendig und hinreichend, daß P =(n (n —1)...24) sei. 

2b. Damit zu einer P eine P existiere mit L( P) = n, ist notwendig und hinreichend, 
daB P= =E=(12...n). 
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$3. Ordentliche Permutationen. 

3.1. Für die Länge ZL =_L{P) einer gegebenen (nicht-signierten) Permutation P | 
gilt trivialerweise 1 < L = n; und zu jedem derartigen L gibt es Permutationen dieser 
Länge L. Bei gegebener Permutation P läßt sich aber für ZL(P) unmittelbar eine obere 
Schranke angeben, welche im allgemeinen besser ist als n. Diese Schranke ergibt sich 

_ auf Grund der folgenden Bemerkung. 

3.1.1. Essei P=(o,...o,) vorgegeben und es seis =(e, o,) eine in = &(P) 
am weitesten rechts gelegene (abgekürzt: a. w.r.g.) Sehne, d.h. es soll s von jeder der- 
jenigen Sehnen (», o,) gesehnitten werden, welche einen a- oder einen b-Endpunkt rechts 
von e bzw. rechts von o, besitzt; aus e < » soll also folgen o, <o, und aus o, <o, soll 
folgen » <e. Die Anzahl äbrieniann ‘Sehnen, welche links von s liegen, einschließlich s 
selbst, ist daher (e — (n — o,)) =e + 0o,—n (von den e Sehnen, deren a-Endpunkte 

- nicht rechts von e lfegen, besitzen nämlich (n — o,) einen rechts von o, gelegenen b-End- 
punkt, schneiden also s und liegen daher nicht links von s). Da nun jede SF aus © ent- 
halten ist in einer SF % aus © derart, daß die in % a. w. r.g. Sehne'zugleich in ® a. w.r. 
liegt, so ist die Länge irgendeiner SF % aus ® nicht größer als (e + d, — n), wobei mit ' 

(e, 0.) eine in © a. w.r.g., der 7%’ zugeordnete Sehne bezeichnet wird. Weiter ist 
Max (»+o,—n)für1i<»< nnicht kleiner als das Maximum der (e #+ o,—n) gebildet 
für alle in & a.w.r.g. (e,o.). Schließlich ist die Länge von © bzw. von P gleich der 
Länge der längsten, in © enthaltenen SF. Somit ergibt sich; 

Für die Länge L(P) einer vorgegebenen ‘Permutation P =(o,...0,) gilt 

1sLUP)<s UP), wobei UP) =—n + Max (» +.0,). 


1sr<n 
3.1.2. Die Zeiupeiunleiiueg der vorhergehenden Bemerkung ergibt noch: 


Links von einer in &® = ©(P) am weitesten rechts gelegenen Sehne s = (e,.o,) 
liegen genau (( +.—n —1) Sehnen aus & (wobei 1<Se+o,—n<n); daher ist 
die Länge einer Sehnenfolge aus ®, in welcher s enthalten ist,,höchstens gleich (e + o, —n) 
Ist % eine SF aus © von gleicher Länge wie ©, so ist die in % a. w.r. g. Sehne zugleich 
auch a. w.r.g. in ©. . 

3.2. Im allgemeinen ist L(P) < L(P) (vgl. Nr. 3.1.1). Diejenigen Permutationen 
P, für welche speziell Z(P) den maximalen Wert L(P) annimmt, sollen als ordentliche 
Permutationen bezeichnet werden. Da solche Permutationen für die Theorie der singu- 
lären Punkte auf,Raumkurven von einer gewissen Bedeutung sind, sollen sie im Folgen- 
den noch etwas näher betrachtet werden. 

Zunächst folgt aus L(P) =U{P): 

I. Es ist,P =(o,...0o,„) ordentlich dann und nur dann, wenn 

UP) Z»v-+o,—n für alle» =1,...,n.: 

Il. Essei P =(o,...0o,„) von der Länge L; ferner sei % eine beliebige, in & = &(P) 
enthaltene Sehnenfolge der gleichen Länge Z und es sei s = (e, o,). die am weitesten rechts 
\ gelegene Sehne von $.' Ist P ordentlich, so gilt ZL=e+o, —n. 

Beweis. I. Ist P ordentlich, so folgt die Beh. aus der Definition von. L= — UP). 
Ist umgekehrt L=L{P) 2» + 0, —n für alle », so ist L> L, alsoL =L (Nr. 3.1.1). 
— II. Gemäß Nr. 3.1.2 ist s auch in’ ©, a.w.r.g.; gemäß Nr. 3.1.1 gilt daher 
Lse+o,—n<s L(P) =_L, woraus die Behauptung folgt. 

3.3. Zu jedem n > 2 und jedem Paar natürlicher-Zahlen v,, mitn +1 <v+s, 
und mit 1<v<sn,1<o,<n existieren ordentliche Dubinatetiugen P, deren Länge: 
UP) =U P) gleich (v + o,—.n) ist. Alle derartigen Permutationen bzw. ihre zugehörigen 
Sehnengeflechte erhält man folgendermaßen. 


23* 
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Zunächst werde v <n angenommen, also 0, > 2. Wir bezeichnen mit & bzw. mit ß 
die natürlichen Zahlen, welche den Ungleichungen genügen: v+1<sasn und 
ı<sß<so—1. DauP) =UP) =v+o,—n=L sein soll, so muß für jede Sehne 
(a, b), welche ein & als a-Endpunkt besitzt, gelten: b ist ein $?mitx+b<sL+n, also 
mitb<L-+n—a. Itv<n—Aunda=n, so sind mithin für b in (n,b) genau L 
Werte möglich; übrigens ist dann L<o,—1 wegenv+1<sa=n. Ist für 5 einer 
dieser Z Werte beliebig gewählt, etwab = f,„, so sind (falle <n — 2,alsoL +1 < 0,—1) 
für b in (n —1,b) genauL-+n —(n — 1) —1 —L Werte unter den-ß möglich. Durch 
Fortsetzung dieser Schlüsse ergeben sich so (wegen L+n —v—1=o,— 1) insgesamt 
L"- verschiedene Möglichkeiten für die Wahl der (rn — v) Sehnen (x, b) also derjenigen 
Sehnen aus ®&, deren a-Endpunkte rechts von v liegen. Unter der weiteren Annahme, 
daß o, <n, erhält man’entsprechend L"-% verschiedene Möglichkeiten für die Wahl der 
Sehnen (a, 8), deren b-Endpunkte rechts von o, liegen. Nach Festlegung aller (x, b) 
und aller (a, $) sind dann aber die noch übrigen (L —1) Sehnen, welche sämtlich links 
von (v, o,) liegen, eindeutig festgelegt, falls & die Länge L besitzen soll; denn alsdann 
müssen diese Sehnen paarweise fremd sein. Insgesamt erhält man also Z”"-" (verschiedene) 
ordentliche P .der Länge L=v+0,—.n, in welchen (v, o,) enthalten ist. Und dies 
bleibt, wie leicht zu sehen, auch für die bisher ausgeschlossenen Fälle, v =n bzw.o, =n 
richtig. 
3.3.1. Durch die soeben (in Nr. 3. 3) angegebene Konstruktion werden alle ordent- 
lichen Permutationen von n Elementen und von gegebener Länge Z geliefert, wenn man 
v, 0, alle geordneten ganzzahligen Wertepaare a,b mit 1<asn, tsb<son durch- 
laufen läßt, für welche a+5b=L + n; hierbei gelten zwei Wertepaare. (a’, 5’) und 
(a, b’) als gleich, wenn und nur wenn a =b’, ad’ =b". Es gibt genau (n—L +1) 
verschiedene derartige Wertepaare. Allerdings werden bei diesem Verfahren einzelne » 
ordentliche Permutationen mehrfach erhalten; denn durch die Konstruktion werden 
ja unter denjenigen Permutationen, in welchen die jeweils zu Grunde gelegte Sehne 
(v, o,) mit v-+o,=L-+.n enthalten ist, zugleich alle diejenigen ordentlichen Permuta- 
tionen geliefert, in welchen (neben (v, o,)) zugleich irgendwelche anderen Sehnen (», o,) 
mit»-+o,=L+n enthalten sind. R 

Anmerkungen. 1. Die (einzige, vgl. Nr. 4.2. und 4.4.) Permutation der Länge 1 
oder n ist ordentlich. . 

2. Eine Permutation ‚P ist ordentlich und von der Länge 2 (dann und nur dann), 
wenn L(P) —2. — Inder Tat: Aus L(P) = 2 folgt v+o,<n + 2für alle» =1,...,n 
und m +0„m =m -+ 2 für mindestens ein m. Gemäß Nr. 3,3 gibt es aber genau eine 
Sehne s, links von s, = (m, o„) und es ist s,, s, eine SF der Länge: 2. 

3. Zu jedem n und jedem Z, mit 3<_L,<n gibt es Permutationen ?P aus n Ele- 
menten mit L, = L(P), welche nicht ordentlich sind. 


$4. Über gewöhnliche und signierte Permutationen von vorgegebener Länge. 
N 


4.0. Die Aufzählung, insbesondere die Bestimmung der Anzahl aller gewöhnlichen 
und signierten Permutätionen von beliebig vorgegebener Länge bei festem, im übrigen 
beliebigem n > 2 erscheint nicht einfach. Nur für die Längen 0, 1, n—1 und n konnten 
wir bisher übersichtliche Ergebnisse erzielen. Diese sollen im folgenden besprochen 
werden. Außerdem sollen für n < 3 die T-Darstellungen, die charakteristischen Büschel- 
folgen sowie die Längen aller 2” :n signierten Permutationen angegeben werden. Bei 
der Gewinnung dieser Ergebnisse wird, neben der in Nr. 1.4 angegebenen Konstruktion 
der BF-Darstellung ‚eines Sehnengeflechtes, vor allem die umkehrbar eindeutige Zu- 
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ordnung zwischen den 2* Signierungen einer gewöhnlichen Permutation P und zwischen 
den 2” Untergeflechten von ©(P) (vgl. Nr. 2. 5) benutzt. 

4.1. Bei festem n>2 existieren genau Amen! signierte Permutationen P der 
Länge Null. Genauer: Es gibt zu jeder der n! gewöhnlichen Permutationen P (ausn Ele- 
menten) genau eine Signierung, vermöge deren aus P eine P mit L P) = —=() hervorgeht. 

Beweis. Vgl. Nr.2.7, Ziff. 1. Wie im einzeln die Signierung vorzunehmen ist, 
ergibt sich aus Nr. 2.3. Demzufolge ist nämlich UP) = =( dann und nur dann, wenn 
5=0fürallesce® = SP). also wenn 41 + n(s) = T(s). Da aber 7(s) schon durch P 
eindeutig bestimmt wird, ist auch »(s) und damit die Signierung von s (eindeutig) fest- 


gelegt. 
4.2. Bei festemn > 2 gibt es genau A" =1 gewöhnliche Permutation P der Länge, 


nämlich P=(n(n—1)...21.). Ferner gibt es genau A\” = (») (2) »(n — »)! signierte 
Permutationen der Länge 4, 

Beweis. Im Falle Z(P) =1 darf ®(P) nicht mehr als ein Büschel enthalten, muß 
also selbst ein Büschel sein; daraus folgt 1. die Behauptung: — Es ist Am gemäß Nr. 2,5 
gleich der Anzahl aller, in den n! Sehnengeflechten ®(P) aus je n Sehnen enthaltenen 
Büschel. Die Anzahl aller, bei gegebenem n überhaupt möglichen Büschel, in welchen 
genau » Sehnen enthalten sind, ist ($) -($), » =1,...,n. Und jedes dieser Büschel 
ist in genau (n — »)! Geflechten &(P) enthalten. Daraus folgt die Behauptung. 

4.3. Essein >22 fest. Es gibt genau A\ , =(n — 1)? gewöhnliche Permutationen 
der Länge (n — 1). Ferner gibt es genau Al”, =(n — 1)? + n? signierte Permutationen 
der Länge (n —1). 

AURBNE: Identifiziert man je zwei zueinander reziproke'®) P, so ergibt sich 

AP, =n+&n —1) +(n — In —2) =nt. 

Beweis. I. Wir behaupten zunächst: Zu jeder Permutation ?P mit (P) =n —1i 
gibt es ein t mit 2<t<n derart, daß in &(P) die Sehnen (7,7), r=t!-+1,...,n, ent- 
‘ halten sind sowie (1;) entweder die Sehnen (t,2 — 1) und (t —1,t) oder (2) äie Sehens 
({,t—1) und (0,1) mit 1<o <t —2 oder (3,) die Sehnen (1, {) und (f,o) mit 
1sest—.2; dabei treten (2,) und (3,) nur für t > 3 auf. Die übrigen (t — 2) Sehnen 
sind für jeden der drei Typen (1,), (2,), (3.) eindeutig bestimmt, weil sie eine Sehnenfolge 
bilden, also paarweise fremd sein müssen; beim Typus (1,) sind diese Sehnen übrigens 

(1,1), (2, 2),....41—2,1—2). 

Diese Behauptungen folgen daraus, daß im Falle Z[([P) =n — 1 in ©(P) eine Sehnenfolge 
der Länge (n—1) enthalten sein muß und -keine Sehnenfolge von größerer Länge 
enthalten ‚sein darf. — Da die P vom Typus (3,) ein-eindeutig den P vom Typus (2,) 
entsprechen (vermöge Übergang zur reziproken Permutation), so genügt es, die Permu- 
tationen P vom Typus (1,) und (2,) abzuzählen. Die Anzahl der P vom Typus (1,) ist 
aber 4 für jedes z mit 2<t <n; und die Anzahl der P vom Typus (2,) ist gleich (£ — 2). 
Somit ergibt sich 


am, =-1+230—2 nd +2 =D, 


wie behauptet. 
II. Ist L(P) =n—1, so muß UP) zn —-1 sein für diejenige gewöhnliche Per- 
‚ mutatioh P, aus welcher P durch Signieren hervorgeht (vgl. Nr. 2.7, Ziff. 2). Es ist also 


1) Vgl. a.a. 0.1), Nr.1. 5. 3, 
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entweder (A) UP) =n und folglich P=E=(12...n) (vgl. Nr. 4.4) oder (B), 
UP) =n —1, also P gleich einer der in Ziff. I. untersuchten Permutationen. Im Falle 
(A) ist die Anzahl aller in &(P) enthaltenen Untergeflechte der Länge (n — 1) gleich n; 
der Fall’(A) liefert also im gänzen n signierte Permutationen der Länge (n —A). Im 
Falle (B) sei P zunächst (vgl. Ziff. I.) vom Typus (1,); dann enthält ©(P) genau drei 
verschiedene Untergeflechte’ der Länge (n —4), nämlich diejenigen Untergeflechte, 
welche außer den Sehnen (o, o). mit oe =14,...„te—2, und (7,7) mitr=r-+Ä,...,n, 
noch (t — 1, t) oder (t,t — 1) oder beide enthalten. Ist hingegen .P vom Typus (2,) oder 
.(3.), so enthält P genau zwei Untergeflechte der Länge (n — 1), nämlich das mit &(P) 
identische (unechte) Untergeflecht oder das aus &(P) durch Wegnahme von (o, t) bzw. 
(t, o) entstehende. 'Somit ist 
Aw, —=n+3n —1) + An —1)(n —2) =(n — 1)? +n®, 

w. 2.2. W. ne 

4.4. Es gibt genau eine gewöhnliche Permutation P von der Länge n, nämlich die 
Identität E=(1 2...n). Zugleich ist E die einzige signierte Permutation der Länge n. 

Beweis. Die 1.'Behauptung folgt ohne weiteres daraus, daß bei XP) =r in ©(P) 
eine Büschelfolge der Länge n enthalten sein muß, also auch eine Folge von n paarweise 
fremden Sehnen. Die 2. Behauptung ist schon in Nr. 2.7, Ziff. 2b angegeben. 

4.5. Mit Hilfe der Nr. 4.1 bis 4.4 lassen sich jetzt für ns 4 die Anzahlen der 
gewöhnlichen und der signierten Permutationen ermitteln, welche vorgegebene Länge besitzen; 
bei der Bestimmung dieser Anzahlen hat man nur noch zu berücksichtigen, daß 
n! = ZA und 2r.nl= ZAn. 


v=1 v 
4.5.1. Für n =2 ist: 
AD =1, AP 1. 
Ferner k 
AD =2, AD =5, AD 4. 
4.5.2. Für n =3.ist:” y 
am =1,49 =4,40 =1. 
Ferner ; 
AB =6, AP =, AP =13, AP 1. 


4.5.3. Fürn =4 ist: 
Am =1,AW =19, AM —1, also AY’ = 13. 
Ferner 4 de; 
AD = 24, AP —=185, AP =, AP =1, also AP =149. 

4.6. Zum Schluß geben wir noch eine tabellarische Übersicht über alle P fürn =2 
undn =3. Zur Erläuterung dieser Übersicht werde bemerkt: 

I. Die Übersicht ist geordnet nach den n! nicht-signierten Permutationen 
P=(o,...0,). Die jeweils betrachtete ? ist in der 4. Zeile der mit P übersehriebenen 
Spalte angegeben. In den darunterstehenden 2" Zeilen wird dann unter jedem o, die 
Signierung (+ oder —) vermerkt, vermöge deren P aus P hervorgeht. 

II. Entsprechend steht in der mit 7 überschriebenen Spalte in der 4. Zeile die 
T -Darstellung von P. In den darunterstehenden 2* Zeilen ist sodann die 7-Darstellung 
der einzelnen, der Zeile jeweils zugehörigen P in der Weise vermerkt, daß in der dem 
o, entsprechenden Spalte 0 oder 1 steht, je nachdem für s = (v, 5,) gits =0 oders =1 
(vgl. Nr. 2. 2). 
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III: In der mit BF. überschriebenen Spalte ist in der 1. Zeile die BF-Darstellung 
von P (vgl. Nr. 1. 4) vermerkt in der Weise, daß in der dem o, entsprechenden Spalte die 
Nummer o desjenigen Büschels B® steht, welchem {», o,) angehört. In den darunter- 
stehenden 2” Zeilen ‚wird jeweils dasjenige Teilgeflecht © von &(P) angegeben, durch 
welches die ? festgelegt, d.h. durch dessen BF-Darstellung die .charakteristische BF 
von ? geliefert wird (vgl. Nr. 2.5); und zwar steht in der dem o, entsprechenden Spalte 1 
oder 0, je nachdem (», o,) in © auftritt oder nicht. ? 

IV. In der letzten, mit L{P) überschriebenen Spalte ist in der 1. Zeile die Länge 
von P angegeben, während in den 2" folgenden Zeilen die Längen der ? vermerkt sind. 
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Über einige Randwertprobleme 
der Schwingungsgleichung Au+ku=0 im Falle 


ebener Begrenzungen. 


Von W. Magnus und F. Oberhettinger in Göttingen. 





Einleitung. 


Im folgenden werden eine Reihe von Anwendungen der „Spiegelungsmethode“ auf 
Randwertaufgaben von Au + k?u = 0 mitgeteilt, bei denen die Benutzung der Poisson- 
‚schen Summenformel zu einer besonders einfachen Lösung des Problems führt. 

Das Problem der Ausbreitung akustischer oder elektromagnetischer Wellen in 
einem begrenzten ‚homogenen und isotropen Medium führt auf Randwertaufgaben der 
Wellengleichung 
Au+ku=0, 
worin k eine Konstante ist.. Vielfach sind hierbei die Randbedingungen für u von beson- 
ders einfacher Gestalt, wenn nämlich das Verschwinden von u oder der normalen Ablei- 
tung von u an den Grenzflächen vorausgesetzt wird. Bestehen diese Grenzflächen aus’ 
linearen Gebilden, d. h. sind sie Stücke von Geraden oder Ebenen (je nachdem ob es sich 
um zwei- oder dreidimensionale Probleme handelt), und handelt es sich ym die Ausbrei- 

tung der von einer punktförmigen (bei zweidimensionalen Problemen linienförmigen, 
senkrecht zur betrachteten Ebene sich erstreckenden) Strahlungsquelle ausgehenden 
Wellen, so bietet sich als Lösungsverfahren für die hier entstehenden Randwertaufgaben 
das Spiegelungsprinzip dar, wobei die gesuchte Welle als Superposition von (i. a. unend- 
lich vielen) .Wellen aufgefaßt wird, welche von virtuellen punktförmigen Strahlungs- 
quellen ausgehen,-deren Zentren durchs immer wiederholte (je nach den Randbedingungen 
gleich- oder gegenphasige) Spiegehingen des Zentrums der ursprünglichen Strahlungs- 
quelle an den ebenen’ Begrenzungsflächen entstehen. 

Im folgenden wird gezeigt, daß dieses Spiegelungsverfahren in einer Reihe von Fällen 
sehr rasch zum Ziele führt, in denen die sonst üblichen Methoden auf recht komplizierte 
Rechnungen führen. Als Hilfsmittel wird dabei die Poissonsche Summenformel be- 
nutzt, die, in Kombination mit einigen Formeln der Fourierschen Integraltransformation 
unmittelbar die Lösung des Problems liefert. Die nötigen mathematischen Entwick- 
lungen werden in $ 4 mitgeteilt, wobei auch die dabei auftretenden, an sich bekannten, 
Fouriertransformationen kurz besprochen werden. In $2 werden die Resultate von $1 
dann auf die Bedandlung der folgenden Randwertaufgaben bzw. der mit ihnen äquiva- 

. lenten physikalischen Probleme angewandt: . 

Elekiromagnetische bzw. akustische Strahlungsquelle zwischen zwei parallen unendlich 

ausgedehnten Ebenen, die ideal leitend bzw. schallhart oder schallweich sind, ferner elektro- 
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‚ magnetischer bzw. akustischer Punktstrahler in einem Hohlleiter bzw. schallharten Rohr von 
rechteckigem Querschnitt. 


81. Anwendungen der Poissonschen Summenformel. 


1. Bezeichnungen und Formulierung der Resultate. Die Funktion F(n) der reellen 
Variablen » sei für — oo <n < o erklärt und besitze eine Pour Trunsiueigete ft&) 
definiert durch: 


(4) Kö) = v e*" F(n)dn. 


Dann liefert die Poissonsche Selena in ihrer einfachsten Gestalt — das Erfüllt- 
sein der notwendigen Konvergenzbedingungen vorausgesetzt — das Resultat: 


© 1 © 
() Erw ra el). 


Hierbei sind y und d ae Parameter; der Wert von. d werde weiterhin als positiv voraus- 
gesetzt. Durch eine leichte Modifikation dieser Formel — indem man nämlich berück- 
sichtigt, daß 

ytnd—y 


(-NPRly+nd)=e: * Fiy+na), 
ar 
Se et Finldn =fe +5) 
ist, findet man, daß ‘ | 
a. „Z-drAw+na) -1.5 „eremeoyian +4) 3) 


wird. Diese Pormaln gestatten es also, Aa über, die Werte einer Funktion in den 
Punkten eines linearen Gitters umzuformen in ebensolche Sumnmien über die Werte der 
Fouriertransformierten der ursprünglichen Funktion. Die Anwendung der Poissonschen 
Summenformel liefert dabei unmittelbar die Fourier-Entwicklungen der in y periodischen 

Funktionen in den linken Seiten der Formeln (2) und (3), wobei die Fourier-K.oeffizienten 
dieser Entwicklungen sich als Werte der durch die Fouriersche Integraltransformation 
gemäß (1) aus F entstehenden Funktion f ergeben. 

Im folgenden bedeüte 4{? die zweite Hankelsche Funktion vom Index Null; die 
Größen x und k seien Parameter und zwar sei z reell und von Null verschieden, während 
k entweder reell und positiv sein soll oder einen positiven Real- und einen negativen 
Imaginärteil besitzen möge. a dann die folgenden Fourierschen Transformatiohs- 

. ormeln: 
Yet 


Ve 
+0 gü/etn 
(5) ‘J ei "enge Aa —iaHp (| VR— 3). 
Hierin ist durchweg das Vorzeichen von Yrk:- —_ ax so zu bestimmen, daß 
(6) a <a) —_A<0 


ist, wobei „arg‘‘ das Zeichen für das Argument oder den Arcus einer komplexen Zahl be- 
deutet. 


Die Poissonsche Summenformel liefert nun unmittelbar aus diesen Fouriertrans- 


formationen die folgenden Resultate, die.noch mit Hilfe der Bezeichnungen 
Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 3. 24 


(4) Ferm (h Vaz RN dn = 
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„=ifürn=0, „=2fürn=1,2,3,... 
und den Abkürzungen : 


() kn = «Vi - 2)", kan = alfa (ED) 





kd kd k 
etwas einfacher geschrieben werden können: 


ann 


etlzlin e 
ri 
etlzlin 
And 
+ tel nr; EEPETENe 


9 „EN HPREFR RN) =2,2 





9 EHRT W—nd)®) 


5) 
cos (2a 1)’ 





© —iUzik, 
wc K% 2 "eon|an + 123], 
. vn in+} 
ET x alt : 
(10) RR he FT. Soon" | 
arm  Ane 





n +» y\ 
— — (| — 
de &n HP (|| kn) cos (ur 2) 


+0 vl yond)! nt —i2n+1)2 
AM) Nr it SHplz| kupe i 
n-— a Yx* -r (y REN nd. d “= 


= — 45 P; HP (| x] ku.) cos [en = 123]. 








Die Bedeutung dieser REN liegt u. a. auch darin, däß die auf den linken 
Seiten der Formeln (8) bis (14) stehenden Reihen nur bedingt konvergieren, falls k reell 
ist, während die Reihen auf den rechten Seiten absolut, und, bei nicht zu kleinen Werten _ 
von | z |, auch sehr rasch konvergieren, weil nur endlich viele der Zahlen k„ bzw. An+;. 
reell sind, während die folgenden einen negativen Imaginärteil besitzen, so daß die be- 
treffenden Reihenglieder, als Funktion von | x |, für große Werte von x wie e-2r=]z]/@ ab- - 
nehmen. 2 


2. Beweise und Konvergenzbetrachtungen. Die Anwendbarkeit der Poissonschen 
Summenformel ergibt sich in den hier vorliegenden Fällen leicht durch Zurückgehen auf 
den Beweis dieser Formel, der auf der Bemerkung beruht, daß 


1.” FRBETERE 


_.. sin 

, . 2 
mit wachsendem N eine „Dirac-Funktion‘ .ö(z) approximiert, welche die. Eigenschaft 

hat, an den Stellen z=#0, +’2x, +4n,... „im Mittel“ zu verschwinden, während das 

Integral von d(z) über ein die Stellen 0, + 2x, 4 4n,... . enthaltendes Interwallfür jede 


dieser Stellen den Beitrag 2 liefert. Man hat dabei nur konsequent die Interpretation 


au verwenden. . 

Zu den Fourier-Transformationen (4), (5) sind vielleicht einige IRRE über 
deren Beweis am Platze, da sie ewar bekannt, aber, was die erste von ihnen betrifft, an- 
scheinend nirgends in einfacher Weise abgeleitet worden sind. 
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Die bekannte Formel von Weyrich!) 


War 


| 13 rn ———— 
(13) er 


+» 
— fernen 2 re E 


(zuna nreell, —r <ag/r—R s 0,. suis) 


liefert unmittelbar durch Anwendung des Fourierschen Umkehrtheorems die zweite der 
hier benutzten Fourierschen Transformationsformeln (Formel45)). Andrerseits liefert die 
Formel von Weyrich auch direkt die erste der Fourierschen Transformationsformeln (4). 
Zu diesem Zweck beachte man, daß nmian statt (13) auch 


e-tlzlVRt+E 
VR® + £% 


schreiben kann, wenn man die Bezeichnungen £ und n sowie k und x miteinander ver- 
tauscht, und berücksichtigt, daß der Integrand ohne den. Faktor e-*" eine gerade Funk- 
tion der Integrationsvariablen ist. Es möge k hierbei zunächst als reell vorausgesetzt 
werden; es bedeutet keine Schwierigkeit, nachträglich durch analytische Fortsetzung 
' für k auch wieder komplexe Werte zuzulassen und insbesondere k = — i|k| zu wählen. 
Nun ist leicht zu sehen, daß man dann in der letzten Formel den Integrationsweg'in der 
komplexen n-Ebene in die positive imaginäre Halbachse hinüberdrehen kann, solange 


F (13a) =— i [cos (£n) HD (kYz? — 2 — 2) dn 
N) 


le] <|%]|und argk = -7 ist. Man on dann: 


er 


„ (13b) Varia 2 [oson nr n?) dn 


Diese Formel gilt, wie bekannt, für |£| < | k | wenn argk = 75 und zwar, vermöge 


der analytischen Fortsetzbarkeit beider Seiten, auch für den Fall eines rein imaginären £; 
man kann daher zunächst if-statt £ schreiben, wodurch man 


>= [eo (En) HD (k Ya? + m?) dn 


e-tlzl Vet 


: ! 23 
mit der Einschränkung |&| < fe k| erhält. Nun steht aber einer analytischen Fortsetzung 


(13e) 


+ 


beider Seiten dieser Formel in das Gebiet — <argk <S0, einer anschließenden Fort- 


setzung in einen hinreichend schmalen Streifen um die positive reelle £-Achse und schließ- 

lich, durch einen Grenzübergang, zu reellen positiven Werten von k und beliebigen reellen 

Werten von £>% nichts mehr im Wege. Die sich hierbei ergebenden Vorschriften für 
- die Werte von Yk® —- £* sind schon oben genannt worden. 


x 


& 2. Lösung von Randwertaufgaben mit Hilfe des Spiegelungsprinzips. 


Durch Anwendung des Spiegelungsprinzips läßt sich die Berechnung einer: Reihe 
von Randwertproblemen der Wellengleichung in einfacher Weise auf die Bestimmung der 
in $ n: 1 angegebenen Summenformeln zurückführen. Es werden nachstehend einige Fälle, 


4) R. Weyrich, J. reine u. angew. Mathematik 178 (1934), 8. 133-150. 
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_ deren Lösungen z. T. in der Literatur bereits angegeben sind?), nach der ‘oben beschrie- 


benen Methode dargestellt. 
1. Strahlungsquelle zwischen zwei unendlich ausgedehnten parallelen idealleitenden Ebenen. 


a) Punktförmige Strahlungsquellen. 


Zwischen zwei im gegenseitigen Abstand b parallel verlaufenden unendlich 'aus- 
gedehnten Ebenen von idealer elektrischer Leitfähigkeit befinde sich eine elektromagne- 
tische punktförmige Strahlungsquelle QO im Abstand n von der Symmetrieebene (s. Fig. 1). 


b 
Durch fortgesetzte Spiegelung der Quelle Q an den Begrenzungsebenen z = +yent- 


‚stehen zwei unendliche Reihen 4 bzw. 1’ von äquidistanten (gegenseitiger Abstand 2b) 
punktförmigen Quellen (vgl. die rechte Hälfte von Fig. 1). Je nachdem, ob die Reflexion 
der Strahlung an den Grenzebenen gleich- oder gegenphasig erfolgt, also je nach Artund 


(2 | ; 











Z 





“Fig. 1. Querschnitt der Strahleranordnung mit punktförmiger Strahlungsquelle Q und virtuellen 
' (gespiegelten) Punktstrahlern. 


®) R. Weyrich, Ann. Phys. (IV)'85 (1928), S. 652-580. 
H. Stenzel, ebd. (V) 48 (1943), 8.131. 
H. Buchholz, Jahrbuch der AEG-Forschung 6 (1939), 8. 63—68. 
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Anordnung des Punktstrahlers @ ist die Punktreihe 1’ gleich- oder gegenphasig zu Punkt- 


reihe 1. 
Durch Summation der Teilfelder sämtlicher Punktstrahler ergibt sich sofort gemäß 


(10) für das Vektorpotential 9, bzw. 91 der Reihe 1 bzw. 1’in einem Ep P(z,y, 2), ° 


wenn das OHNE der das Feld erregenden Strahlungsquelle zu Sr angenommen 





ist, (R=Va? + y%+ 2) | 
. Ai © ’ ’ 
1 = 55 F emÜlß? (ko) cos Fe- |, 


Y min 3 Be, cos |" (2 —b+ | 
mit eV FT " Rs zul Ber > 
Ist die Srahlungsguille ein parallel der z-Achse 'schwingender elektrischer Dipol, 
so erfolgt die Reflexion an den Grenzebenen mit gleichem Vorzeichen. Das Vektor- 
potential 4, dieses Feldes ergibt sich somit aus (14) zu 


‚ (45) a, Sp +9= -52 Em C08 > 7 2] cos [5 (3— n)| #5” (#2) 


‚in Übereinstirimung mit, dem von Weyrich?) gefundenen Ergebnis. 
Für einen parallel der z-Achse schwingenden elektrischen Dipol folgt: 


* NER 2ri ® . [am{b \l_._ famfb |ag 

“ ner 

Ist Q ein parallel z bzw. parallel x schwingender magnetischer Dipol, so ist 

(17) m = — Q, —=4;, 
bzw. 

(18) m =tn =4. 

Die Formeln (15) bzw. (16) stellen auch die Druckamplitude eines Schallfeldes dar, 
im Falle der Erregung durch einen punktförmigen Schallstrahler @ für schallhartes bzw. 
‚ schallweiches Verhalten der beiden Grenzebenen ?. 

. b. Strahlungsquelle von linearer Ausdehnung. 

Hat die Strahlungsquelle die Form einer parallel der z-Achse verlaufenden unend- 
lich langen Linie, deren einzelne Elemente mit gleicher Amplitude und Phase schwingen, 
so ergibt die fortgesetzte Spiegelung an den Grenzebenen eine Doppelreihe von äqui- 
distanten (Abstand 25) parallelen unendlich langen Linienquellen, also zwei kongruente 
in der gleichen Ebene (der x, z-Ebene) liegende unendlich ausgedehnte Liniengitter von 
regelmäßiger Anordnung, die durch Parallelverschiebung um den Betrag b — 2n (siehe 
Fig. 1). miteinander zur Deckung gebracht werden können. Fig. 1 gibt nunmehr einen 
Querschnitt durch eine derartige Strahleranordnung. Es bezeichnen jetzt @ bzw. die 


- Punktreihen 1 und 1’ die Spurpunkte der Linienquelle bzw. ihrer Spiegelbilder in der 
y, z-Ebene. Es folgt also wieder durch Summation über sämtliche Ljnienquellen gemäß 


"Gl. (8) für das Vektorpotential der Gitter 1 bzw. 1’ in einem Aufpunkt P(z, y, 2), wenn 


das Vektorpotential der Primärquelle Q zu 44% (kY x? + 2%) angenommen ist: 
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—ijyläm 
e 2 


(19) 


—ilylim 
<r E2 [ram e 5 
pn= 5 2 Em COS [2% Hr b+ ) Er 


je; 2 
_ Erfolgt die Reflexion an den Grenzebenen gleichphasig, so ist: 


‚ ER am (b | am ([b n)) ‘ 
(20) %= 9ı + ” er Lem cos (2 -)| cos | 5 (3 - n) PR 


4 7 
Für.die gegenphasige Reflexion (leuchtende Linie zwischen zwei spiegelnden Ebenen) 
ergibt sich: > 
. —ilyl- km 
; Pe m 
M) = nF Fun 

















2 . . 


x 





Fig. 2. Hohlleiterquerschnitt mit punktförmiger Strahlungsquelle @ und virtuellen (gespiegelten) 
Punktstrahlern. Ko 
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2. Punktförmige Strahlungsquelle in einem Hohlleiter von rechteckigem Querschnitt. 


Wird die unter $2, la (Fig. 1) behandelte Strahleranordnung in ihrer Ausdehnung. 
längs der y-Achse durch zwei unendlich Aue ideal leitende Ebenen parallel der 


x, z-Ebene im Abstand + 5 zu dieser begrenzt, so entsteht ein in der z-Richtung unend- 


lich anigsdchnter ET von rechteckigem Querschnitt (Fig. 2). 
Die in Fig. 1 dargestellten Punktreihen’ 1 und 4’, die durch wiederholte Spiegelung 


b 
von Q an den Grenzebenen z = + 2 gewonnen wurden, müssen nach dem gleichen Ver- 


‚ Fe a .@ 
fahren wiederum an den nunmehr neu hinzutretenden Grenzebenen y = + 3- fortgesetzt 


‚gespiegelt werden. : Es entsteht also eine Netzebene, da zu den in Fig. 1 dargestellten 
_ Punktreihen 1 und 1” noch unendlich viele kongruente hinzutreten, die aus den Reihen 4 
und 4’ durch Parallelverschiebung um den Betrag y= + na(n =1,2,3,...) hervor- 
gegangen sind. Das von dem auf diese Weise entstehenden ebenen Punktgitter (Netz- 
rar erzeügte Feld stellt dann im Bereich 


— © zero; -7218+ 


M, 
2 ’ 
das gesuchte Feld dar. 
i Je nachdem, ob die Reflexion der Strahlung‘ an den Grenzebenen y= +75 9 © gleich- 


oder gegenphasig erfolgt, sind die Vorzeichen der durch Spiegelung an diesen Ebenen 
hervorgegangenen Punktreihen y = + na untereinander gleich oder alternierend. Es sei 
Q ein parallel der z-Achse schwingender elektrischer Dipol.. In diesem Falle erfolgt die 


Reflexion an den Grenzebenen y = +5 gegenphasig. Das Vorzeichen der Pünktreihen 


ist also alternierend. Dann gilt zunächst für eine beliebige Punktreihe y=na gemäß 
Gl. (15) 


ee. 





. wobei 0, = — Ya? + y aa Zen Abstand der n-ten Punktreihe vom Aufpunkt Piz, y, 2) 
bedeutet 
Das Gesamtfeld ergibt sich dann durch Summierung über sämtliche Punktreihen zu: 


Wr ws F(3-:) F- } 
! x ” BE A hie 5 ME Sea | Teaaag ia 
} +0 


2 (-N" HP Km Vena). 


n=—%& 





I 


Die PER über n ist aber in Gl. (9) angegeben. Mithin: 


a) nr, ee air - b 


ab m=0 n=0 b 


Hierbei ist 
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’ Sehwingt der elektrische Dipol parallel der x-Achse, so erfolgt die’Reflexion an den 

Grenzebenen y = +5 ebenfalls’ —.—n ‚Für die n-te Punktreihe folgt dann aus 

Gl. (16) . 
ie b . [zm/{b )| Hin 

a ZA En EN 0277 (Amen): 


Abermalige Summierung über n von’— oo bis + en wieder gemäß Gl. (9) 
das Gesamtfeld 


ee] > 


e elkn+j,m2 
cos lan - + 92° m 


Ka+z,mj2 
Da die Reflexion der Strahlung eines parallel der z- oder der x-Achse schwingenden 

magnetischen Dipols an den Grenzebenen y = + a gleichphasig erfolgt, so ergeben sich 

für diese Fälle gemäß den GI. (17), (18) und (8) folgende EN für das Feld: 


ee Abe es 

(24) = 2 Zac sin I]—|— — r,]| cos under a 
ex ‚ 7 

ick m 

-Fäf 2 ab Verla) 

(25) M, -—— #5 Eenmoosl” 7 (5-: cos \g 08 Inn, 2 - 
. , / "2 

Diese Formeln sind in Übereinstimmung mit den von H. Buchholz angegebenen. 

Gl. (25) stellt außerdem das durch einen punktförmigen Schallstrahler erregte Schallfeld 

dar für schallharte Begrenzungsebenen. Es verursacht keinerlei Schwierigkeiten, die vor- 

stehend aufgeführten Fälle dahin zu erweitern, daß der Strahler @ nicht auf der z-Achse, 

sondern im Abstand £ von dieser liegt. Das Spiegelungsverfahren liefert dann analog den 

Ausführungen unter $2, la zwei gegeneinander parallel verschobene ebene Punktgitter, 

die wieder je nach Art der Erregung im Gleich- oder Gegentakt schwingen und deren 


Felder sich infolgedessen addieren oder subtrahieren. 





Eingegangen 26. Januar 1944. 





Mit einem beliebigen Paare von Flächen 
gleichen konstanten Krümmungsmaßes verknüpfte 
räumliche Beziehungen. 


Von Hans Jonas in Berlin-Steglitz. 





Einleitung. 


Mit Rücksicht auf die günstigeren Realitätsverhältnisse beschränken wir die Unter- 
suchung auf Paare pseudosphärischer Flächen X = —1. Ein wesentlicher Teil der Er- 
gebnisse überträgt sich indessen, worauf im einzelnen hinzuweisen sein wird, auch auf 
den Fall X = + 1, also auf die Biegungsflächen der Kugel!). 

Zwei beliebig gedachte pseudosphärische Flächen X = —1 seien in unmittelbarem 
Anschluß an die typische Gestalt des Linienelements 


ds? = da® + 2c0s 20dadß + dß? 


mittels gemeinsamer asymptotischer Parameter x, ß punktweise aufeinander bezogen. 
Sie erscheinen dann intrinsek definiert durch zwei Integrale 9 und 9 der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

20,5 = sin 20 


für einen gemeinsamen analytischen Bereich. Geometrisch bedeutet das: Korrespondenz 
der Asymptotenlinien mit Gleichheit ihrer Bogenlängen, wozu noch die Bedingung hin- 
zutreten soll — nötigenfalls ist eine der Flächen durch die symmetrische zu ersetzen —, 
daß entsprechende Asymptotenlinien im Windungssinn übereinstimmen. 

Gefragt wird nun nach räumlichen, das soll heißen: über die Geometrie der Ober- 
flächen hinausgehenden Baziehungen, die der gedachten Abbildung entspringen, wobei 
von vornherein ein besonderes Interesse in dem Umstande begründet ist, daß es sich 
um Eigenschaften des Flächenpaares handelt, die invariant gegenüber den Bewegungen 
sind, denen die eine Fläche relativ zu der anderen unterworfen werden kann. Einen 
ersten Schritt in der bezeichneten Richtung enthält eine Arbeit von Bianchi?), in der 
allerdings nur die Bildkugeln der beiden pseudosphärischen Flächen in Erscheinung treten. 
Diese liefern, als Cliffordsche Bilder gedeutet, für den elliptischen Raum die Guichard- 


!) Es sei daran erinnert, daß die einfachste reelle Transformation einer Fläche von konstanter positiver 
Krümmung sich durch Zusammensetzung zweier konjugiert-imaginärer Bäcklund-Transformationen ergibt. 
Sie läßt sich übrigens, und zwar auf 09! Weisen, in zwei sukzessive reelle asymptotische, d.h. durch berührende 
W-Kongruenzen vermittelte Transformationen zerlegen. 

?) Bianchi, Sulla rappresentazione di Clifford delle eongruenze rettilinee nello spazio ellittico, Atti della 
R. Acc. delle Scienze di Torino 39 (1904). 
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schen Kongruenzen, die dadurch charakterisiert sind, daß ihre Developpablen auf den 
Brennmänteln die Krümmungslinien bestimmen. 

Die hauptsächlichsten der nachstehend gewonnenen Sätze des allgemeinen Teils 
seien hier angeführt: 

1. Legt man durch die Müte zwischen den korrespondierenden Punkten der beiden 
pseudosphärischen Flächen die Parallelen zu den Flächennormalen, so beschreiben deren 
Winkelhalbierende zwei IWW-Kongruenzen, auf deren Brennmänteln die Asymptotenlinien 
denjenigen der pseudosphärischen Flächen entsprechen. 


II. Erfahren die beiden pseudosphärischen Flächen gleichzeitig Bäcklund-Trans- 
formationen, die nur der Bedingung gleicher charakteristischer Konstanten zu genügen 
brauchen, so hängen auch die beiden aus dem gegebenen und die aus dem transformierten 
Flächenpaar konstruierten W-Kongruenzen miteinander durch asymptotische Transfor- 
mationen ihrer Brennmäntel, also durch W-Kongruenzen zusammen, deren Strahlen gemein- 
schaftliche Tangenten derselben sind. 


Betreffs unserer neuen, den Paaren pseudosphärischer Flächen zugeordneten Paare 
von W-Kongruenzen mit gemeinsamen asymptotischen Parametern ihrer Brennflächen 
und jeweils sich rechtwinklig schneidenden Strahlen erscheint die Feststellung wichtig, 
daß sie nicht allgemein jener Klasse von Systemen rechtwinkliger W-Kreuze angehören, 
auf die ich seinerzeit bei der Behandlung des Stratifikationsproblems für ein bewegtes 
starres Geradenpaar gestoßen bin®). Während nämlich die Theorie dieser früheren 
Systeme, wenn von Ausartungsfällen abgesehen wird, auf die der Moutardschen Differen- 
tialgleichungen mit vier durch die quadratische Relation 

e+m+a—N=1 
verbundenen partikulären Integralen hinausläuft i&, n,& sind die ..normierten“ Rich- 
tungskosinus der Flächennormalen eines der vier Brennmäntel\, haben wir es im gegen- 
wärtigen neuen Falle mit einer Moutardschen Gleichung zu tun, die fünf ‚quadratische‘, 
und zwar einer Relation von der Form 


email 
genügende Lösungen zuläßt. 


Als überaus fruchtbar erweisen sich die allgemeinen Ergebnisse beı Anwendung 
auf speziell gewählte Paare pseudosphärischer Flächen, insofern als hier eine ganze Reihe 
teils bekannter, teils neuer geometrischer Tatsachen unter einen einheitlichen Gesichts- 
punkt gebracht ist®). Wir behandeln den Fall der pseudosphärischen Kongruenz und 
anschließend den der Paare pseudosphärischer Flächen, die durch zwei aufeinander 
folgende Bäcklund-Transformationen verbunden sind. Der viergliedrige Bäcklund- 
Zyklus, wie ihn der Bianchische Vertauschbarkeitssatz liefert, gibt Anlaß zur Einführung 
der Mittelkongruenz, die, wiewohl nicht unter dıesem Namen, im Sonderfalle der Zu- 
sammensetzung zweier „‚entgegengesetzter‘‘ Bäcklund-Transformationen als W-Normalen- 
kongruenz bei Bianchi eine bedeutsame Rolle spielt. Ihre Brennmäntel sind dann die 


3) Jonas, Über eine Klasse zweifach-unendlicher, durch Bewegung eines starren Geradenpaares erzeugter 
Systeme, Berl. Math. Ges. Ber. 34 (1935), S. 52. 

*) Nicht einbegriffen ist, wenn auch der geometrischen Natur nach verwandt, die von mir angegebene 
Konstruktion der Biegungsfilächen des allgemeinen imaginären Paraboloids aus den durch die Liesche Trans- 
formation zusammenhängenden Paaren pseudosphärischer Flächen; vgl. dazu: Jonas, Über den wahren geo- 
metrischen Zusammenhang zwischen der Bianchischen Transformation der auf die Paraboloide abwickelbaren 
Flächen und der Bäcklundschen Transformation der Flächen von konstanter Krümmung, Math. Ann. 97 (1927), 
$. 387. 





Fläe] 
vekt: 
torie] 
tung: 


- 
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Ortsflächen für die Normalenschnittpunkte der im Zyklus sich gegenüberliegenden 
pseudosphärischen Flächen und beide abwickelbar auf das verkürzte Katenoid; ihr 
Linienelement ist gleichzeitig das einer imaginären Rotations-F?. Grundlegend als vor- 
bereitender Schritt zum Aufbau der Transformationstheorie für die Biegungsflächen der 
Flächen zweiten Grades war der von Bianchi geführte Nachweis, daß sich der vier- 
gliedrige Bäcklund-Zyklus durch simultane Bäcklund-Transformationen in einen eben- 
solehen Zyklus verwandeln läßt und daß dabei in dem betrachteten Sonderfalle die 
Brennmäntel der W-Normalenkongruenz durch asymptotische Transformationen in die 
Brennmänntel der mit dem neuen Zyklus verbundenen gleichartigen Kongruenz über- 
gehen. Dieser Satz von Bianchi wird nun verallgemeinert und auf die von uns definierte 
Mittelkongruenz im nicht spezialisierten Bäcklund-Zyklus ausgedehnt. Zum Schluß 
werden anschauliche Eigenschaften der Mittelkongruenz aufgedeckt, durch die sie der 
Bianchischen W-Normalenkongruenz noch näher gerückt erscheint. Hier sei angemerkt, 
daß sie der Klasse der W-Kongruenzen mit konstantem müttleren Verteilungsparameter 
angehört, die durch das Bestehen der Relation 22’ = a = const gekennzeichnet ist und 
für a = 0 die W-Normalensysteme umfaßt. 


$1. Vier Paare isometrischer Flächen, beschrieben von je vier Punkten 
auf den Normalen zweier pseudosphärischer Flächen. 


1. Es liege eine pseudosphärische Fläche (x) vom Krümmungsmaß K = —1 vor, 
bezogen auf die Parameter &, 8 ihrer Asymptotenlinien, deren Bogenlängen durch & und 
f gemessen werden. Das begleitende Hauptdreikant, gebildet von den Hauptkrümmungs- 
richtungen X, X@ und der Richtung der Flächennormalen X® sei mit (X), X, X») 
bezeichnet; seine Determinante, wie üblich, (X, X2, X) — +1 vorausgesetzt). 
Die Quadrate der Linienelemente von Fläche und Bildkugel sind: 


(1) dx? = da? + 2cos 20dadß + dß?, 
(2) Z(dX'9)2 — da? — 2cos 20dadß + dß?, 
die zweite flächentheoretische Fundamentalform ist: 
(3) — ZdxdX®) —= — 2sin 20dadPß. 
6 genügt der partiellen Differentialgleichung: 
(4) 20,; = sin 20. 


Für die laufenden Koordinaten und für das rechtwinklige Hauptdreikant gelten die 
Differentialrelationen: 


(5) %, = 008 0X) + sin 6X, 2; = cos HXb — sin OX'9, 
XD = 0,X®9 — sin OX®), X = — 0,X®2 — sin OX®), 

(6) XD = cos 0OX9 —0,X0, XP = — cos 0X® + 0,X0, 
X = sin 0XV — cos HX®9, X) = sin HXV + 008 0X®, 


°) Wir schreiben mit Bezug auf das rechtwinklige Koordinatenkreuz: Punkt z für z, 4, z, entsprechend 
Fläche (z), ferner Richtung X, wobei X, Y,Z die drei Richtungskosinus sind; gelegentlich treten Rich:ungs- 
vektoren wie £, d.h. £,n,{ auf, die nicht Einheitsvektoren sind. Eine in x geschriebene Gleichung ist stets vek- 
toriell zu verstehen, sie gilt also, ohne daß ein besonderer Hinweis erfolgt, auch in y und in z. Partielle Ablei- 
tungen nach den Variablen & und 8 werden durch Indizes bezeichnet. 


25* 
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Die Torsionen der Asymptotenlinien sind: -+ 1 für die Kurven & = consi, —1 für die 
Kurven ß = const®). 

Ein zweites Integral $ von (4} möge eine zweite, an sich beliebig gewählte Fläche 
(x) vom Krümmungsradius X = — 1 mit dem Hauptdreikant (X, X@, X ®) definieren. 
Sämtliche Formeln (1)—(6) bestehen dann also auch in den überstrichenen Größen und 
in bezug auf dieselben Variablen x, 8. Die Abbildung der beiden pseudosphärischen 
Flächen (x) und (x) aufeinander ist dann eine derartige, daß sich die Asymptotenlinien 
(x, 8) mit Gleichheit ihrer Bogenlängen und mit Übereinstimmung im Windungssinn (Vor- 
zeichen der Torsion) entsprechen. 

2. Den Ausgangspunkt für unsere Untersuchung bildet die Existenz von vier 
Paaren isometrischer Flächen, deren Punkte auf den Normalen der beiden pseudosphärischer. 
Flächen liegen und auf diesen, von den Flächenpunkten aus gerechnet, jeweils gleiche bzw. 
entgegengesetzt gleiche Abszissen haben. Wir schreiben sie in der folgenden Anordnung 
und in einer den Entwicklungen von $$3 und 4 angepaßten Bezeichnungsweise: 


6-9 
2 


=v—tig u zT +tg 0 ze», 


0" =r+ eig” 3 9 x, z0V =T—ctg X8, 


=: — de X, zm 


x\2) x -r tg ie X), +2) 





In der Tat findet man mit Benutzung von (5) und (6): 


| = —— (sin? I XU) — cos d ? 


2 


1 .0-+9 +9 
Ze a BEE nn FE Bruni nn 2 (2) 
—: (sin 5 X + cos 5 X 


sin 


ag) 


/ 





) 


und hieraus als Quadrat des Linienelements von (z9): 
. { — 9\? 
(9) F& (de)? = —, [dx? — 2 cos (0 + 6) dadß + dß?] + (a 1°) a 
x 
also einen Ausdruck, der die Vertauschung von ® und 6 zuläßt und damit auch das 
Quadrat des Linienelements von (2%) darstellt. In gleicher Weise bestätigt man die 


Isometrie für die drei übrigen Paare. 


®) Hierzu die folgende Bemerkung, von der auch später Gebrauch gemacht werden wird. Sind &,n,£ pro- 
portional den Richtungskosinus der Binormalen einer Raumkurve, so gilt eine Darstellung von der Form 


z= | m(dn.{—d.n); 


sin? 


dabei ist 
T=m(#®?+m+ 1%?) 
der Tursionsradius. — Im vorliegenden Falle kann man (5) an Hand von (6) durch die Lelieuvruschen Formeln 
,=— (vg Ri zey®), 2 = yi9z9) zur‘ 


ersetzen, aus denen man die Vorzeichen der Torsionen unmittelbar abliest, 
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3. Es handelt sich nun zunächst, darum, die besondere Bedeutung der Kurven 
(x, 8) auf diesen paarweise isometrischen Flächen festzustellen. Für die auf (x), (x) 
bezügliche Rechnung werde abkürzend gesetzt: 


=: 


(10) ctg 


11 Be - t sin ö 
(11) ww 
TREE Fat 


Es ist dann: 


(12) zZ = +1ıX9, ZI=r—ıX®, 


Od -aX) 1 HxX® ı,X9, 709 = —aX) _IX® _1.,X®, 
13) U -aXU _HKO LK, ZI —aXD +5X® _,X®, 


X und X (Einheitsvektoren) seien die Nsrmalenrichtungen der beiden Flächen. Man 

findet: 

[x =, 
w 


| v=-|/VW+w@H+l1j, 


wobei u und v die Werte 


(14) uXV) +yX2 ı X9), X = 2 (uXd + vX®% + X), 


I, — Is 
- 
haben. Wir bemerken, was für die Vergleichung der zweiten Fundamentalgrößen wesent- 
lich ist, daß hiermit die Dreikante (z”, «I, X) und (z®, zP, X) gleichstummig sind. Die 
beiden dreireihigen Determinanten sind nämlich, wie man mittels (13), (14) bestätigt, 


auch dem Vorzeichen nach gleich: 
(9, 9, X) = (0, H9.X) = — 2abw. 
Wir wollen zeigen, daß, wenn L'®, M®%, N® und L®, M®, N'® die zweiten Funda- 
mentalgrößen der Flächen (x'”) und (2) bedeuten, die Beziehungen 
(16) } a WRNERRER L®, M® = M®. N ie 


bestehen. Dazu werde die erste der Relationen (13) nach a differenziert. Berücksichtigt 
man, daß 


ix + le 


—b6, +1,sind =a, ad, —t1,csod =b, asin® —bcosd =1 
ist, so ergibt sich: 
X = 20,X + 2,X9 + li, NR. 
Damit wird aber 
LI = 2ı X = 1 (2a,u + dv +1, —0). 
und da sich beim Übergang zu (x'®), d. h. bei Vertauschung von 6 und 9, die Vorzeichen 
von a,b,t ändern: L® = — L”; ebenso wird N" = — N", 
Wir differenzieren ferner die erste Gleichung (13) nach ß, setzen ein: 
0; + bB,= 1, 5in 6, b,— a0,= —1, cos 6, —a sin 6—bcos 8 =1cos(# + 6) + sin (9 +6) 
und erhalten: 
29 = sin Alt, +1) X® + cos Alt, —1)X® + [,, + 1008 (8 + 9) + sin (9 + H))X®, 





195 Jonas, Paare von Flächen leichen konstanten Krümmunysmaßes. 


mithin: 


MV = s [sin 0 (t, + 1,)u + cos H(t, —t,)v +t,, +tcos (0 + 6) + sin(9 + 0]. 


Hier empfiehlt es sich, für u, v die Werte (15) einzusetzen. Benutzt man dann die Be- 
ziehungen 
acoso®+bsin9=1, acos 9 —bsin d = tsin (0 + 0) — cos (0 + 6), 
1,5; — it, sin (8 — 0) +tcos (0 + 0) = 0, 

von denen die letzte aus dem Umstande folgt, daß # und 9 beide die Differentialgleichung 
(4) erfüllen, so überzeugt man sich davon, daß in dem erhaltenen Ausdruck für M” 
sich gerade diejenigen Glieder zerstören, die bei Vertauschung von 0 und 6 das Vorzeichen 
wechseln. Damit wird: 


on 1 1 z : en 
FR m) 2 * 
4P= MM) = [ 3b [(£,)? + (15)? + 21,1, cos (0 + 0)] + sin (0 + DN. 


Die Relationen (16), die sich auch für die übrigen drei Flächenpaare bestätigen lassen, 
besagen nun aber: 

Die den Asymptotenlinien des pseudosphärischen Flächenpaares zugeordneten Kurven 
(x, ß) der Flächenpaare (7) sind diejenigen, die sich bei der Isometrie mit jeweils entgegen- 
geselzt gleichen Normalkrümmungen entsprechen”). 

Sie bilden somit nach Voß®): die zweite Doppelschar der charakteristischen Linien 
des isometrischen Flächenpaares, nach Bianchi®): die sich selbst kinematisch kon jugierten 
Kurven für die Annahme, daß auf der einen der beiden isometrischen Flächen die zu der 
anderen symmetrische rollt. 

Hieraus folgern wir unmittelbar, wobei wir uns übrigens auf eine bekannte Tat- 
sache stützen, die weitere geometrische Beziehung: 

Auf den Müttelflächen, die wir zu den vier isometrischen Paaren (7) durch die Formeln 


en ES 

ID = Kar +2”), 29 = Ka” +29) 
definieren, sind wie auf den beiden pseudosphärischen Flächen die Kurven (x, ß) die Asym- 
piolenlinien. 

4. Für den hier zuletzt benutzten Satz möge ein einfacher Beweis mitgeteilt 
werden !°). Dazu seien (x), (x) (jetzt ohne Rücksicht auf frühere Verwendung der Be- 
zeichnungen) zwei isometrische Flächen, bezogen auf die den Relationen 

(18) L=—-LM=MN=-—N 
entsprechenden Parameter «, 8, wobei die Normalenrichtungen durch 


?) Allgemein ist nämlich (Bezugsparameter u,v) die Normalkrümmung in der durch a bestimmten 
Fortschreitungsrichtung durch die Formel = 2 
1 Ldu? + 2Mdudv + Ndv? 


On Edu® + 2Fdudv + Gdv® 





gegeben. 
®) Voß, Über isometrische Flächen, Math. Ann. 46 (1895), S.97. — Die beiden Doppelscharen, von 
denen stets wenigstens eine reell ist, sind durch die Differentialgleichungen 
(L F E)du® + 2(M F M)dudv + (N F N)du? = 0 
definiert. Im vorliegenden Falle gelten die unteren Vorzeichen. 

- ®) Bianchi, Lezioni di Geometria differenziale 2 (1903), $238. — Kinematisch sich selbst konjugiert ist 
eine Tangente der Fläche, die für das bewegte System der rollenden isometrischen Fläche zugleich Fortschrci- 
tungsrichtung des Berührungspunktes und momentane Drehachse ist. 

10) Dazu vgl. Jonas, Über ein die Verbiegung der Linenkongruenzen betreffendes Problem und über die 
Transformation der Bonnetschen Flächenpaare, Math. Ann, 86 (1922), S. 78. 
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Y.283 — ZaYa Y Ya2B — ZB 

(19) =: VEG pm?’ me nom e= +1 
gegeben sind, und zwar für dasselbe e mit Rücksicht auf die Gleichstimmigkeit der Drei- 
kante. Wir betrachten die Ortsfläche der Mitten zwischen korrespondierenden Punkten 
x und &: 

(20) =4r+2). 
Für den Richtungsvektor & der Normalen dieser Mittelfläche (x) läßt sich ein Ansatz von 
der Form 

(21) E=ar, +6, +X= —ar, —bi, +cX 
machen, aus dem sich die Verhältnisse der drei Koeffizienten berechnen lassen, da die 
dreireihige Determinante 

(& + Zur % + Ip xX—X)=0 
ist, wie man mit Benutzung der Formeln (19) und auf Grund der Isometrie bestätigt. 
Dann wird in der Tat: 
Zr =Y}[LEx,(ar, +62, +cX) + Zr, (—ar, —bi, + cX)]= 0, 

ebenso Zr,£ =. 

Ferner erhält man infolge der Isometrie und im Hinblick auf (18): 

el + +3 UX-N), 
wobei sich die Christoffelschen Symbole auf die gemeinsame erste Fundamentalform von 
(x) und (Fr) beziehen. Wird hier im Anschluß an (21) 
% a b 
IX —I)=— cs 6. 

eingesetzt, so erscheint x,, linear ausgedrückt durch r, und %;. Damit wird aber 
Zr,:= 0, ebenso Zr,,£ =0. Die Kurven (x,3) sind demnach dıe Asymptotenlinien der 
Mittelfläche {r). 

5, Wir geben den Formeln (17) für die Mıttelflächen unserer vier isometrischen 
Paare mit Hilfe von (7) die .. Gestalt: 


PR ae x9), P=}c+2)— en —I(XO X), 
0: 


i22) 


= 4r+2)— Jg I Ixo+ + X9), 29 = +2) +48 —— (XP + X). 


Danach schneiden sich also die ARCHE x r® und er” re in der Mitte 
4{z +2) zwischen korrespondierenden Punkten des pseudosphärischen Flächenpaares 
(x), (%); ihre durch X9 — X® und X® + X® gegebenen Richtungen sind diejenigen 
der zu den Richtungen der Flächennormalen von (x) und (x) gehörigen Winkelhalbie- 
renden. An den Satz, der am Schluß von Nr. 3 aufgestellt wurde, knüpft sich nun noch 
ein weiterer bemerkenswerter geometrischer Zusammenhang. Wendet man insbesondere 
auf (r'”) die für den Normalenvektor & erhaltene Darstellung (21) an und trägt dort für 

x, 2, X und =, x), X die Ausdrücke (13), (14) ein, so erkennt man, daß an Stelle 
der Koeffizienten a, b, c drei neue: A, a, » eingeführt werden können, die sich auf Grund 
der vektoriellen Beziehung 

(23) "g0 —_ IXd ı uX® +»X9) = IAX® + uX® Rn „X® 
bestimmen. Dabei läßt sich dann £ als die Richtung derjenigen Achse deuten, um die 
man das Dreikant (X®, X®, X®) bei festgehaltenem Scheitel zu drehen hat, damit es in 
die Stellung des anderen Dreikants (X, X'®, X'®) übergeht. Aus (23) folgt nun aber: 
Z20(X® —_ X) =0. 
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Das besagt: die Gerade x "r® ist Tangente der Fläche (r'”). In entsprechender 
Weise würde man bestätigen, daß zz” auch die Fläche (£”) berührt, und außerdem, 
daß die Gerade £r® mit der Richtung X® + X gemeinschaftliche Tangente der 
Flächen (r) und (r’?) ist. Infolge der Korrespondenz der Asymptotenlinien sind die 
von den beiden sich rechtwinklig schneidenden Geraden beschriebenen Kongruenzen 
W-Systeme. Die fortgelassenen rechnerischen Entwicklungen sind umso eher entbehr- 
lich, als im folgenden ein zweiter Weg zur Herleitung dieses Systems rechtwinkliger W- 


Kreuze aus dem pseudosphärischen Flächenpaar eingeschlagen werden soll. Dabei bilden 


dann nicht mehr die vier isometrischen Flächenpaare den Ausgangspunkt, sondern wie 
in der unter 2)) erwähnten Bianchischen Arbeit gewisse Formeln der elliptischen Geo- 
metrie, die mit der Deutung der beiden Gaußschen Bildkugeln des pseudosphärischen 
Paares als Cliffordscher Bilder zusammenhängen. 

Hinzufügen ist hier noch die Bemerkung, daß auch im Falle zweier Flächen von 
konstantem positiven Krümmungsmaß K = + 1, bezogen auf die Parameter «, ß der 
Krümmungslinien, in denen das Quadrat des Linienelements 


ds? = ch?9 da? + sh?9 dß? 
lautet, und definiert durch zwei Integrale ®, ö der Differentialgleichung 
0,2 + 055 + ch sh = 0 


sich je vier Punkte auf den beiden Flächennormalen so bestimmen lassen, daß sie 
paarweise isometrische Flächen beschreiben. Damit gelingt dann auch die Konstruk- 
tion des Systems rechtwinkliger W-Kreuze, und zwar gleichfalls im Reellen. Imaginär 
werden natürlich die Asymptotenlinien der Brennmäntel. 


8 2. Eulersche Drehungsparameter und Hilfsformeln der 
sphärisch -elliptischen Geometrie. 


1. Einen Fingerzeig hinsichtlich der neuen Grundlage enthält übrigens die Formel 
(23) für £”, die offenbar zu denjenigen gehört. die sich an die Einführung der vier homc- 
genen Eulerschen Drehungsparameter für das Paar der beiden Hauptdreikante knüpfen. 
Sie besitzt im Bereich dieser Relationen drei analoge als Seitenstück, durch die, wie wir 
sehen werden, dann auch £, €”, &®% definiert sind. 


Zwecks Aufstellung der erforderlichen allgemeinen Formeln betrachten wir, zu- 


nächst ohne auf die pseudosphärischen Flächen Bezug zu nehmen, zwei von dem Para- 
meterpaar a,ß abhängige rechtwinklige Dreikante A(IX,X®, X) und IX", X®,xX®) 
mit der Determinante — 1 und nennen die zugehörigen Rotationen (im Darbouxschen 
Sinne) p,g,r,p’,gq’,r’ und p.g,r, p',g‘.r‘. Es bestehen dann die Differentialrelationen: 


| XD —=rX® —gX®, X _erX® —gX®, 


(24) XD = pX® _ X", XD =pX® _rXD, 
| XD = gXN —pXN, XD=egXN) px”, 
(25) XD = rX9 _IX® usw, XD=rX9 _X® usw., 


dazu als Integrabilitätsbedingungen die folgenden: 

6) P-pR=a—rng, 9-g=np—p, n—rn=pg —gp 
sowie entsprechende in den überstrichenen Größen. 

Für die lineare Substitution, gültig in den Buchstaben X, Y,Z. durch die 
sich die Drehung darstellt, die das Dreikant A in A überführt, haben wir die Koeffi- 
ziententafel: 












da 


(3 


Qu 


die 


und 
Dam 
Rauı 
wert 
wir q 
maße 
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x ı) x® x® 





0 + 42 — u? — “ 2{Au + or) 2(?v» — ou) 








2(Au — ov) 

















Die vier Eulerschen Parameter 0, ), u. v sind dabei der Relation 


(28) 0 + A + ut viei 
unterworfen, auf Grund deren der sonst den Koeffizienten (27) noch anhaftende gemein- 
same Nenner wegfällt. Diese letzteren bestimmen umgekehrt die vier Parameter bis auf 
ein willkürliches gemeinsames Vorzeichen. Es wird: 

0? =1 + EXOXDL ENOXD .L EXOX®, 

(29) | oh = EXOX® — EXOXO usw. 

Differenziert man diese Gleichungen unter Benutzung von (24), (25) und reduziert 
dann mit Hilfe von (27), so ergeben sich die Relationen: 


= 


e ' 














8 
Pr 


0 


= 


en ı 














Ay 


u. 


Sy 
>> 














= 


= 














» 





vi | wi+w|+ vl | 


% 

2. Von der zu bestimmenden vierreihigen orthogonalen Matrix 
N, 79, m, 9 

1 1 1 1 
ED iD, gm, gi 

2 2 2 2 
ED, D, ga, gw 

3 3 3 3 
EI, N, 2, ge 


(Quadratsummen für Zeilen und Spalten = 1, Determinante = + 1) sind durch 
(32) Io, MA MM = u, WM =y 

die Elemente der letzten Spalte gegeben, die der übrigen durch die Formeln 
AXD 4 „XD LyX9 = AXD + uX® + rX9, 

= — oX) _ ,X9 LUX) = — 0X) + yX® — uX®), 
vXV _ 0X9 _ IX = — »XV _ 0X + 3x9, 

u uX® + X® _ oX®) Ba uxX® — ED u oX®) 


und durch entsprechende für die 7 und £, in denen Y bzw. Z an der Stelle von X steht !!). 
Damit sind dann für unseren Zweck vier Vektoren &, £), &9, 9 im gewöhnlichen 
Raume definiert und auf jedes der beiden Dreikante A und A bezogen. Die Gleich- 
wertigkeit der beiden Darstellungen bestätigt sich an Hand von (27). Geometrisch deuten 
wir die Formeln unter Hinweis auf das schon im Anschluß an (23) Bemerkte folgender- 
maßen: Läßt man für A und A die Scheitel zusammenfallen, so gibt der Vektor &” 


(31) 


(33) 


11) Daß die Determinante (31) positiv wird, also den Wert + 1 hat, erkennt man leicht, indem man 4 zu- 
grunde legt und die spezielle Annahme X) - Y(2) = Z8) = 1, X2) = X(9)- Y($) = Y(l) = ZU) = Z@) = 0 macht. 


Jouraal für Mathe nat.k. Bd. 186. Heft 4. “ 26 
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die Richtung der Achse, um die man das Dreikant A zu drehen hat, damit es in A über- 
geht; &" Jiefert die Achse der Drehung, durch die A mit dem Nebendreikant (X, 
— X®, — X9) von A zur Deckung gelangt !2); entsprechendes gilt von &” und £. 

Wir differenzieren nun die Ausdrücke (33) unter Berücksichtigung von (24) und 
(30) und finden so die zu (30) völlig analogen, jetzt also in den Buchstaben £, n, Z, 
gültigen Differentialrelationen, durch die dann auch die ARotationen der orthogonalen 
Matrix (31) definiert sind: 


0 
0 = 


gm = 


A 
sß —— 


a... EIF na, 1t7,,._f-f 
= mı tt; > 





Diese hier von den Eulerschen Drehungsparametern aus gewonnenen Formeln "°) 
finden sich bereits bei Bianchi'*). Sie bilden ein Hilfsmittel zur Behandlung der Strahlen- 
kongruenzen im elliptischen Raume. Eine solche wird durch das Paar der von den 
Variablen «, ß abhängigen, in Quadrantenabstand gelegenen Punkte &®9, „'”, 29, 9” 
und &9, „9, £®, 9® in allgemeinster Weise bestimmt. Die in dem vorstehend ent- 
wickelten Zusammenhang aus (33) folgenden Formeln: 


(35) | x BER (0) 99) a &3) END) + a) Pr OT, 


X — 2099 _ E99 _ („OD — 20,9) 

(links sind die Buchstaben X, Y,Z, rechts £, n, & unter Festhaltung von #9 zyklisch zu 
vertauschen) liefern dazu die beiden Cliffordschen Bilder, die, euklidisch gedeutet, Ab- 
bildungen auf zwei Einheitskugeln (X) und (X) vorstellen. Umgekehrt definiert auch 
eine Abbildung der Kugel auf sich selbst eine Strahlenkongruenz im elliptischen Raume. 
Wichtig ist dabei der Satz, daß den die Bedingung e = e, g = g erfüllenden, isometrischen 
Kurven der beiden Bildkugeln — das gilt auch von den Kurven (a, 8) im betrachteten 
Falle des pseudosphärischen Flächenpaares — die Developpablen der Kongruenz ent- 
sprechen. . Die der elliptischen Geometrie eigentümlichen Begriffe werden übrigens 
weiterhin nicht herangezogen werden. Wesentlich für das Folgende ist die Konstruktion 
der vier Vektoren (33) aus den bewegten Dreikanten 4A, 4. 


12) Man beachte, daß die dreireihige Determinante den Wert + 1 beibehält, also die Gleichstimmigkeit 
der beiden Dreikante gewahrt bleibt, wenn bei zwei Achsen des einen der Richtungssinn geändert wird. 

13) In speziellen Fällen habe ich mich dieser Methode schon früher bedient. Außer der unter ?)) genannten 
Arbeit sei erwähnt: Jonas, Die Ribaucoursche Transformation der sphärisch-elliptischen Geometrie 2]s Trans- 
formationsprinzip im euklidischen Raume, Math. Ann. 107 (1932), 5. 420. 

14) Siehe das Zitat unter ?), daselbst die Formeln (A) und (B) von $1. 
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Gebraucht werden noch die aus (33) hervorgehenden Formeln: 


| v9: — [OD = 4 (Km —_ X), aD — OD) = 1 (X + Xim), 
(36) | nz) —— OD — 1 (XD -—. X), az — [OD = (XD + X), 
| oz — [O9 = 4 (X) — X), dd — md — 1 (X + X), 
in denen man wieder zugleich mit den Buchstaben X, Y,Z auch £, n, £ zyklisch zu permutieren 
hat. Dazu kommen (als Vorbereitung der Lelieuvreschen Formeln) die folgenden Relationen, 
die man bestätigt, indem man links die Ableitungen durch die Ausdrücke (34) ersetzt 
und dann (36) berücksichtigt: 


AU) (0,0) Br p „* (XD — X) Es nn (X® — X%) Fi r ni (X _ x®), 
(37) Ze ., .- ‚ 1 2 A 
OO — 0 D.— a (KO _x0) +1 I (xa _xa) + r z r (X _ x), 
> ö —D = qg+9 “ — r+r ? 
nn mE TE (Xu X) + I (xa XD) 1 ; (X9 4 X), 


Zu _ ’+g' — Zu e 
Den — gen, m —E r l (X _X9) + I R® + x») + e ’ (X® 4 x), 


$ 3. Mit dem pseudosphärischen Flächenpaare verbundenes System 
rechiwinkliger W-Kreuze. 


1. Wir betrachten nun wieder das Paar der pseudosphärischen Flächen (x), (x) 
und ihre Hauptdreikante (X, X2, X), (XP, X®, X®). Nach (6) wird: 


(39) Er =cos9, g=sind, r=0,p'= —c0s9, ’=sind, "= —$,, 


p=c0sd, g=sind, r=9, pP = —cosd, = sind, = — 0,. 


Diese Werte denken wir uns jetzt durchweg in die Differentialrelationen von &2 ein- 
getragen, während die übrigen dort eingeführten Bezeichnungen ihre Gültigkeit für die 
gegenwärtige Spezialisierung von A und A behalten. 

Es sollen die vier durch (22) definierten Flächen (x), (2), (x), (x®) untersucht 
werden. Wir differenzieren die beiden Relationen 

1 R 1 —— 0 —- 1 1 

— „Ar 7) + - cte (u KR ) — _ Ss Zu 
Pest) tzeg —g— AM — AO), : 5er) — zeig 
und finden nach einigen Reduktionen, zuletzt mittels (37), (38): 
1 


(40) 10 = — en (NO — 20,0), 10 = — "aa (zD — 9,0), 


6-49 


3 (X9 + X) 


sin? 


4) V= 


„A)rd) (1) ,,(1) „(1 1)s,(1 (1), 
d (1% 4 + ), dr ni A („ (2% — ( 2 ). 
ın?2 
sın 


1 
+ 
Diese Formeln lassen erkennen, daß die Vektoren &£” und &' die Richtungen der Flächen- 
normalen von (x‘”) und (x) bestimmen und daß, da außerdem 

IN = ED = 0, ZEN = LE = 0 
wird, die Kurven (x, 8) auf diesen Flächen die Asymptotenlinien sind. Aus dem Be- 
stehen des Gleichungen 

ZEINXKO _ X) 0, ZENXO 4 XO) — 0 

ist ferner zu ersehen, daß die Flächen (z”) und (x) je einen der Brennmäntel in den 
26* 
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beiden Kongruenzen bilden, deren Strahlen die durch den Punkt }(x + x) gelegten, zu- 
einander rechtwinkligen Geraden mit den Richtungen X®9 — X® bzw. X®) + X® sind. 

Von den beiden übrigen Flächen (r‘”), (x‘”), nach (22) gegeben durch 

1 — 1 n ,41,.0+9 
“ya. A Musi + 2 (3) 
ı 5(® FR) 5t8 (X X8), x sat rate J xo), 
ist zu zeigen, daß sie die u also zu (x) bzw. (x) komplementären Brennmäntel 
dieser Kongruenzen darstellen. Dabei empfiehlt es sich, besonders im Hinblick auf Ent- 
wicklungen, die sich noch anschließen sollen, den Zusammenhang der Flächenpaare (r”) 
und (x), (x) und (x?) auf die geläufige Form der Moutardschen Transformation zu 
bringen. Wir führen zu diesem Zweck die „normierten‘‘ Normalenvektoren ®): 


(a2) in — (43) 
u. 
sin er" "aeg 


2 
ein und erhalten aus (40), (41) die Lelieuvreschen Formeln für (r”) und (r"): 
(44) 0 ... zo a 20,0, ‚0 u (Oz er 20, 


E 1 »(1)*(1 F1)r(1 4 __ »(1)%(1 (1) »(1 
(45) a an _ u, ID = — (OD — N. 


Bringt man nun in der ersten Gleichung (34) das Glied mit &® auf die linke Seite, in 
der vierten das Glied mit &£", so stellt man unschwer fest, daß 


9 - Er — 0 ee 0. — 0, I), 


ee — 





cos Dee sin er 
2 2 
wird. Dies läßt sich in der folgenden Gestalt schreiben, wobei wir die analoge Relation 
für die Ableitungen nach 8 hinzufügen: 
ni £(0) £&6) i d—9 &(0) 
2 (_ 9) (_9-) a 
NT aa: Zu 


= ctg? 


Entsprechend findet man: 
et 8 0) 





(47) 


Führt man wie in (42), (43) wieder die normierten Normalenvektoren’ 
nr &(3) 2 &(2) 
(48) DR u nn a) U 
PO. .and er de 
2 


ein und setzt außerdem 


._ 
(50) etg- I =9, (51) 


15) Sind allgemein X, Y,Z die Richtungskosinus der Normalen einer Fläche (z) mit negativem Krüm- 
1 ; =. ‚ a 
mungsmaß K = — "0 ist£= yYeoX der „normierte“ Richtungsvektor der Normalen, und es gelten die 
[fl 
Lelieuvreschen Formeln: 
== ef[(nd«— Ena)dx — (ng — Enp)dß] 
mit e= +1 je nach dem Windungssinn der Asymptotenlinien (x, ß). 
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so erscheinen (46), (47) in der bekannten Gestalt der Differentialrelationen der Moutard- 
schen Transformation, wobei ® und Y die Rolle der transformierenden Lösung der von 
& bzw. £ erfüllten Moutardschen Gleichung spielen: 

20) 


(DE), Er (>) R (DE®), — ®2 u 
® x ® ß’ 


7) 


(FE), = — P 5) (VD), = v() 
r Y).’ N w)a 


Man überzeugt sich an Hand von (36) davon, daß die Flächen (r‘®) und (r‘?) sich als 
die zweiten Brennmäntel der beiden W-Kongruenzen darstellen lassen: 


1 
sin (0 — 6) 


(54) 29) — y(0 = (X) a X®) = y -H DR) u LOB, 


(55) Mm 4 BER. Ol (X9 + XO) = m + zwi — fu, 
sin (9 + 6) 
Durch Differentiation würde man hieraus die zu (44), (45) analogen Lelieuvreschen 
Formeln für (rx®) und (r‘”) erhalten. 

Damit ist unser, seinem Hauptinhalt nach bereits in $1 gefundener Satz voll- 
ständig bewiesen. Wir sprechen ihn in der folgenden Fassung aus: 

Zwei pseudosphärische Flächen K=—1 seien mit Korrespondenz der Asym- 
ptotenlinien (&, ß) bei Gleichheit ıhrer Bogenlängen und Übereinstimmung im Windungssinn 
punktweise aufeinander bezogen. Legt man durch die Mitte zwischen korrespondierenden 
Flächenpunkten die Parallelen zu den beiden Flächennormalen, so bilden die Winkelhal- 
bierenden derselben dıe (zueinander rechtwinkligen) Strahlen zweier W-Kongruenzen, auf 
deren Brennmänteln die Asymptotenlinien, (&, 8) denjenigen der pseudosphärischen Flächen, 
und zwar mit gleichem \WVindungssinn!) entsprechen. Diese vier Brennmäntel sind die 
Miüttelflächen zu den vier Paaren isometrischer Flächen (7), die von Punkten der Normalen 
der beiden pseudosphärischen Flächen beschrieben werden. 

2. Über die Moutardsche Gleichung eines jeden der vier Brennmäntel in unserem 
System rechtwinkliger W-Kreuze läßt sich noch eine bemerkenswerte Aussage machen. 
Da wir die Moutardschen Transformationen, die zwischen £ und &® einerseits, zwischen 
£0 und &® andererseits vermitteln, aus dem Formelsystem (34) mit der durch (39) 
gegebenen Spezialisierung erhalten haben, ist ohne weiteres klar, daß auch die Paare 


6) 


(57) 


den Differentialrelationen (52), (53) genügen. Danach besitzt insbesondere die zur Fläche 
(x'”) gehörige Moutardsche Gleichung vom Typus 


20) _ M(0)2(0) 
sap M $ 


nm 


die vier partikulären Integrale &9, »”, 29, 9%, zu denen als fünftes die transfor- 
mierende Lösung ® hinzutritt. Infolge der Relation 


EHE 


16) Das erkennt man aus den Lelieuvreschen Formeln (44), (45) unter B:rücksichtigung der Fußnote ®). 
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wird aber nach (42), (50), (56): 
(Eos + 032 + (E09 + —— = Hl. 


sin? 5 

Wir können also sagen: 

Die Moutardschen Gleichungen der vier Brennmäntel des durch das pseudosphärische 
Flächenpaar bestimmien Systems rechtwinkliger W-Kreuze sind dadurch gekennzeichnet, daß 
sie je fünf durch eine quadratische Relation von der Form 

22 +2+ 9-1 
verbundene Integrale besitzen, wobei &, n, & die normierten Richtungskosinus der Flächen- 
norma'n sind und g die transformierende Lösung vorstellt, durch die der Übergang zum 
komplementären Brennmantel bewirkt wird. 

In speziellen Fällen reduziert sich, wie wir sehen werden, durch Proportionalität 
von und # die Anzahl der ‚quadratischen Lösungen“ auf vier”). 

Im einzelnen haben wir die Relationen: 


zo + do, Ze de 
(58) z e h 2 4 
zip + pe, 2 + 


Die beiden W-Kongruenzen genügen überdies den Bedingungen: 

(59) ZEOES) + JOD 0, FAND + HU — 0, 
Diese charakterisieren sie als zu einer Klasse gehörig, die in gewissem Sinne als eine 
Verallgemeinerung der W-Normalensysteme aufgefaßt werden kann'®). 


$ 4. Verhalten des Systems rechtwinkliger W-Kreuze 
gegenüber der Bäcklund-Transformation. 


Wir wenden uns zum Beweise des folgenden Satzes, an dem schon die Allgemeinheit 
der Fassung bemerkenswert erscheint: 

Wird das Paar der pseudosphärischen Flächen Bäcklund-Transformationen B, unter- 
worfen, die nur die Bedingung gleicher charakteristischer Konstanten zu erfüllen brauchen, 
so geht das zugehörige System rechtwinkliger W-Kreuze mittels simultaner asymptotischer, 
also durch berührende W-Kongruenzen vermittelter Transformationen seiner vier Brennmäntel 
in das mit dem neuen pseudosphärischen Flächenpaar verbundene System der gleichen Art 
über. 

Aus (x) gehe die Fläche (z,), gleichfalls mit X = — 1, durch eine Bäcklund-Trans- 
formation B, hervor. Die Differentialgleichungen für ®,, gleichwertig mit einer totalen 
Riccatischen Gleichung, lauten: 


17) Die Moutardschen Gleichungen mit n quadratischen Lösungen, auch unter der erweiterten Annahme 
Zt 0° = f,(&)+ f2(ß), hat Bianchi behandelt und dabei die Existenz ausgezeichneter Moutardscher Trans- 
formationen nachgewiseen, beı denen eine gleichlautende Relation die transformierten Größen verbindet. Siehe 
Bianchi, Sulle equazioni di Moutard con gruppi di soluzioni quadratiche, Rom Ace. Line. Rend. 13 (1904), S. 283. 

18) Bezeichnet $S die über die Buchstaben £, n, &, ® erstreckte viergliedrige Summe und sollen &,7,£,® 
und &, n’,£’, 9 durch die Moutardsche Transformation verbunden sein, so folgt aus SE£’ = O ähnlich wie im 
Falle der W-Normalensysteme, daß S#? = P, S5’? = P’ und die transformierende Lösung g Funktionen einer 
Hilfsgröße sind. Man gelangt übrigens zu etwas komplizi°rten Differentialgleichungen, so daß es zunächst frag- 
lich erscheint, ob dieser Klasse von W-Kongruenzen sich ein über den betrachteten Spezialfall hinausgehendes 
Interesse abgewinnen läßt. 
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(60) (= xsin(d +0), (0) +9 == sin 0, —0), 


wobei 
(61) PRPER_ 75.4...» ZUR OUR. Kos... 
D cos o 

ist. Bevorzugt man, was sich bei manchen Formeln für die Zusammensetzung der B, 
als zweckmäßig erweist, x als gegebene Konstante, so hat man: 

2% „= —1 
„+1 „+1 
Für die Punkte z,, auf Kreisen gelegen, die mit konstantem Radius cos o in den Tan- 
gentialebenen um die Punkte x geschlagen sind, gilt die Formel: 


(63) % = 2 + cos 0 (cos 9, X) — sin 0,X9). 


(62) c080 — sino = 


Die Richtung der gegen X“) unter konstantem Winkel geneigten Flächennormalen von 
(x,) stellt sich folgendermaßen dar: 


(64) XP — cos o (sin 0, X + cos 0,X9) — sin oX'®. 
Zwischen den beiden Hauptdreikanten vermittelt die orthogonale Substilution: 
xy 19 | X@ 





(1) 
A| 
x» 


(3 
x® 


(65) 





mit den folgenden Werten der Koeffizienten: 


% = cos d cos 0, — sin osin Osin 0,, ß, = — cos d sin 9, — sin o sin cos ©), 
Yı = — 008 o sin 0, 

(66) 1%, = — sin 0 cos 6, — sin o cos Osin O,, ß, = sin Osin 0, — sin o cos # cos ®,, 
Ya = — 008 0C08 6, 

X = cos o sin O,, P3 = C08 0 cos Ö,, Ya = — Sino. 





Die Formeln (1)—(6) von $1 bestehen dann, auf die gleichen Parameter x, 8 der 
Asymptotenlinien bezogen, mit unveränderten Vorzeichen auch für den Index 1, d.h. für 
die transformierte Fläche (z,). Auf eine nicht zu behebende Unbequemlichkeit in der 
Handhabung der Bäcklund-Transformation sei hingewiesen: bei der inversen B, ist das 
Vorzeichen von cos o zu ändern, oder man hätte dabei 9 durch 0 + x zu ersetzen. 

Die zweite pseudosphärische Fläche unseres Paares (x) werde durch eine B, mit 
demselben o in (x,) übergeführt. Die zu (60)—(66) analogen Relationen für die über- 
strichenen Größen sind also hinzuzufügen. Insbesondere ist: 


Pr "ET u Le - A. << x 
(67) (9). — 9, = sin (9 +9), (0) + 9: = — sin (0, — 0), 
(68) = + cos (cos 9, XD — sin ,X9).. 
Für den Index 1 wird den Formeln (22) entsprechend: 


u = 
At 5 1(X9 — XP) usw. 


1 ” 1 
(69) = +) + zeig 


Wir bilden die Differenz x{” — x‘®, wobei wir x,, X), X®, X mit Hilfe von (63), (65), (66) 
ausdrücken und die überstrichenen Größen mittels der analogen Formeln. Nach einigen 
Reduktionen ergibt sich: 
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an — 9 m — sin + (XD — X) 4- cos en (Ka — x] 


1[ 8-9 ii 9, 8 Xi) 
3 \ctg 7 +ing ctg 2) (X9 — X), 


Damit wird aber: 
(70) 4 (x BER g'yg10 un 0, 
wie man an Hand von (36) feststellt oder auch, ındem man 
0 _ 0 = AXD + BX® -CX® — (AXV 4 BX@ + CX®) 


schreibt und dann beim Multiplizieren mit #9 dafür einmal den ersten und einmal den 
zweiten der Ausdrücke (33) benutzt. Auf diese Weise ist gezeigt, daß die Verbindungs- 
linie der Punkte x” und r{” die Fläche (r'”) berührt, für die ja £" Normalenvektor ist. 
Im Hinblick auf die Umkehrbarkeit der Bäcklund-Transformation — für die Formeln 
des inversen Prozesses ist die angemerkte Vorzeichenänderung bei cos o zu beachten — 
ist klar, daß die Gerade x” x” auch Tangente der Fläche (r{”) wird. Daß eine W-Kon- 
gruenz vorliegt, folgt aus der Korrespondenz der Asymptotenlinien (x, 8) auf den beiden 
Flächen. Durch entsprechende Rechnungen bestätigt man, daß auch die Brennmäntel 
(x®) und (x{®), (x) und (x), (x) und (z\”) paarweise durch asymptotische Trans- 
formationen zusammenhängen. Unser Satz ist damit bewiesen. 


$ 5. Anwendung der allgemeinen Ergebnisse auf die pseudosphärische Kongruenz. 


Die Ergebnisse des nunmehr abgeschlossenen allgemeinen Teils der Untersuchung 
sollen zunächst für das Paar der durch eine Bäcklund-Transformation verbundenen 
Brennmäntel einer pseudosphärischen Kongruenz spezialisiert werden. Hier lassen sich 
die folgenden Sätze unmittelbar aussprechen: 

Legt man durch die Mittelpunkte der Strahlen einer pseudosphärischen Kongruenz die 
beiden zum Strahl und zueinander rechtwinkligen ‚Querstrahlen‘“‘, die den winkelhalbierenden 
Ebenen des Brennebenenpaares angehören, so bilden diese zwei IV-Kongruenzen, auf deren 
Brennmänteln die Asymptotenlinien (x, ßB) denen der pseudosphärischen Flächen entsprechen. 
Wird die pseudosphärische Kongruenz durch simultane Bäcklund-Transformationen B, 
ihrer Brennmäntel in eine neue übergeführt, so erfahren auch die vier Brennmäntel dieser 
beiden W-Kongruenzen asymptotische Transformationen, durch die sie in die vier Brenn- 
mäntel der beiden, von den Querstrahlen der neuen pseudosphärischen Kongruenz durch- 
laufenen W-Kongruenzen übergehen. | 

Diese Sätze sind bereits bekannt. Ich habe sie in einer früheren Arbeit mitgeteilt, 
damals ohne Kenntnis des umfassenderen geometrischen Zusammenhangs, dem sie sich 
einordnen **). Neu sind dagegen die nun folgenden Ergänzungen, die sich auf ‘die Mou- 
tardschen Gleichungen der Brennmäntel beziehen. 

Wie in $4 seien (x) und (x,) die beiden durch die B, verbundenen pseudosphäri- 


schen Flächen. Damit treten die Bezeichnungen z,, 9, usw. an die Stelle von x, @ usw. 
Benötigt werden die Eulerschen Parameter o, A, u, » der orthogonalen Substitution (65), 
die zwischen den Hauptdreikanten von (:r) und (x,) vermittelt. Aus (27) erhält man den 
Formeln (29) entsprechend: 


19) Jonas, Eine neue Eigenschaft der pseudosphärischen Strahlenkongruenzen. 7 f ?. reine u. angew 
Math, 175 (1936), S. 159. 
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1 1 
0? = Z (1 +%+ Ba + Ya); 04 Fe 4 (Ya =. ß;) USW. 


und damit mittels (66) bei willkürlicher Festsetzung des Vorzeichens von oe: 


—h % | r 
ER, A\=— —— OS - u - sın 


Ver +i 


- COS 9 . 
1 


Scheitel des rechtwinkligen IV-Kreuzes ist hier der Mittelpunkt des pseudosphärischen 
Strahls: 


(72) = - (+2)=:+ —® 77 (cos 9, XD — sin 9,X%). 


Die beiden Querstahlen haben die Richtungen X® — X” und X®9 + X®, Die zu- 
gehörigen Brennmäntelpaare mögen wieder (r”), (x) und (r”), (x‘”) heißen. Ihre 
Darstellung ist aus (22) zu entnehmen, die der zugehörigen normierten Normalenvektoren 
aus (42), (43), (48), (49) in Verbindung mit (33) und (71). Es genügt hier anzumerken, 
daß sich zugleich aus (56), (57), (50), (51) und (71) 
v _ 1 1 u 09, — 
ae 


ER 1 N. 

Vrr+19° ” 
ergibt. Danach erhalten die quadratischen Relationen (58), in denen sich jetzt also die 
vierte und fünfte Größe nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden, die folgende 


Gestalt: 
(73) 


Wir stellen fest: 

Das von den Querstrahlen einer pseudosphärischen Kongruenz durchlaufene System 
rechtwinkliger W-Kreuze gehört derjenigen allgemeineren Klasse an, deren Konstruktion sich 
an eine Fläche knüpft — sie bildet dann einen der vier Brennmäntel —, für welche die 
Moutardsche Differentialgleichung vier durch die quadratische Relation 

2?+?+%— 9—=1 
verbundene Lösungen besitzt. 

Bezüglich dieser Klasse von Systemen rechtwinkliger W-Kreuze sei auf meine 
unter ®) angeführte Abhandlung verwiesen ?). Sie enthält das Beispiel der pseudo- 


20) Hier sei kurz folgendes bemerkt. Aus Z£2?— 92 = 1 im Verein mit der Moutardschen Gleichung 

$as = M: folgt: 
(8°? — (do)? = la), ZE— (d= TlP) 
bei geeigneter Wahl von x und ß also: 
Z(E,)? — (9)? = & Z(£,)° — du 
wo für &, & die Werte + 1,—1,0 in Betracht kommen. Die Konstruktion eines reellen, nicht ausgearteten 
Systeins rechtwinkliger W-Kreuze zu der gedachten Fläche als einem der vier Brennmäntel setzt 4, = 3, =1 
voraus und ist dann noch auf vierfache Weise ausführbar. Daraus ergibt sich weiter die Existenz inhärenter, 
d.h. von keinerlei Integration abhängender Transformationen, durch die sich ein solches System mittels einer 
Art Kettenbildung, aber nach dem allgemeineren Schema eines Netzes viereekiger Maschen unbegrenzt verviel- 
fachen läßt. Vgl. dazu a.a. O.°), Nr. 4. 
Journel für Mathematik. Bd. 186 Heft 4. 27 
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sphärischen Kongruenz übrigens noch nicht. Zu erwähnen ist eine dort hergeleitete geo- 
metrische Eigenschaft, die man auch für den gegenwärtigen Spezialfall leicht bestätigt: 
Die Flächennormalen der beiden Brennmäntel (x) und (x) treffen diejenigen von (x) und 
(x'”); die beiden Geradenpaare gehören nämlich als Erzeugende der einen und der anderen 
Schar einem bewegten orthogonalen hyperbolischen Paraboloid z= xy an, dessen Achse der 
pseudosphärische Strahl und dessen Scheitel die Strahlmitte ist, während die beiden das recht- 
winklige W-Kreuz bildenden Quersirahlen die Scheitelerzeugenden sind. 

Noch zu einem weiteren neuen.Satz über diese Kongruenz gelangen wir auf Grund 
unserer allgemeinen Ergebnisse. Die aus (33) folgenden Gleichungen: 

ZEN Lov=0, ZI L AIu=0, 
Orthogonalitätsrelationen der Matrix (31), können hier auf die Form: 
a 1 Anfnete „ 

(74) ZEN EB) — . -T’ ZEN) — — ru { 
gebracht werden. Das bedeutet dann aber, wenn für den Augenblick £, &' die durch die 
Moutardsche Transformation verbundenen normierten Richtungsvektoren der Brenn- 
flächennormalen eines W-Systems sind und mit a eine Konstante bezeichnet wird: 

Die beiden von den Querstrahlen der pseudosphärischen Kongruenz durchiaufenen 
W-Systeme gehören der durch die Relation: 

a ui U a a TE 
oder auch: d® — 6° = a? gekennzeichneten Klasse an (d und ö die Abstände der Grenz- bzw. 
Brennpunkte); es sind also W-Kongruenzen mit konstanter mittlerer Schränkung ?'). 

Übrigens ist in Anbetracht der durch (74) gegebenen Werte von a hier der Spezial- 

fall eines W-Normalensystems a = 0 nicht möglich. 





$ 6. Fall zweier sukzessiver Bäcklund-Transformationen mit gleichen Konstanten. 


1. Wir behandeln noch die Paare pseudosphärischer Flächen, zwischen denen zwei 
aufeinander folgende Bäcklund-Transformationen vermitteln, an erster Stelle unter der 
Voraussetzung gleicher Konstanten o. Es empfiehlt sich dabei, von einer gegebenen 
pseudosphärischen Fläche (x) auszugehen und das Flächenpaar zu betrachten, das aus 
zwei zu demselben o gehörigen Bäcklundschen Transformierten (x), (2) besteht. Be- 
kanntlich ist dann eine von (x) verschiedene vierte Fläche des Vertauschbarkeitssatzes 


nicht vorhanden. 


21) Die der Bedingung d? — d? = a? genügenden W-Kongruenzen sind erstmalig Gegenstand meiner 
Dissertation gewesen. Sie teilen mit den W-Normalensystemen (a = 0), deren Orthogonalflächen die Wein- 
gartenschen oder W-Flächen sind, die Eigenschaft, daß die Krümmungsmaße Ä, K’ der beiden Brennmäntel 
voneinander abhängig sind. Als ausgezeichnete Parameter, ähnlich denen der Krümmungslinien der W-Flächen 
und wie diese durch Quadraturen bestimmbar, bieten sich diejenigen dar, denen auf der Bildkugel des Strahls 
die orthogonalen Trajektorien der Bilder der Developpablen entsprechen. Dazu gehört dann als Verallgemeine- 
rung der bekannten Eigenschaft der W-Flächen ein Quadrat des sphärischen Linienelements edu? + 2fdudv + gdı?, 
in dem e, f, g Funktionen der Hilfsgröße sind, von der K, K’ und die transformierende Funktion g abhängen, und 
außerdem die Relation 


f 
g—f! 


1 1 
erfüllen. Wird, wie üblich, K = — —, oe = 25” und K’ = — —, 0’ = 25’? gesetzt, so ercheint der Fall einer 
14 4 


=—a 





in ound 0’ symmetrischen bilinearen Relation infolge seiner Beziehung zu den Flächen von konstanter Krümmung 
besonders interessant. Siehe Jonas, Über W-Strahlensysteme, Flächendeformation und äquidistante Kurven- 
scharen, Diss. Halle 1908. — Für die von den Querstrahlen der pseudosphärischen Kongruenz gebildeten W- 
Systeme erhält man aus (73) und (74) die bilineare Relation: (oe — 1) (e — 1) = (1F a). 
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Nach (63), (64) wird: 
(75) (x, = 2 + 0080 (cos 0, X — sin 0,X'9), XP = cos o (sin 0, X + cos 0, X'9) —sino X®), 
7 ag = x + coso (cos 0,X — sin 0,X'9), XP = cos o (sin 0,X( + cos 0,X9) —-sinoX®). 
Die Punkte x,, x, liegen in der Tangentialebene von (x) auf dem Kreise um den Punkt x 
mit dem Radius coso. Scheitel des rechtwinkligen W-Kreuzes ist die Sehnenmitte 
4 (x, + 2%). Der erste der beiden W-Strahlen hat die Richtung: 


(76) XD — XP = — 2cososin a7 (cos 5 1 92 x _ sin A : 53 x®), 


ist also gleichfalls Tangente an (x). Man findet nach (22) die Brennmäntel: 


7) =. 0-54 1, (oo 42 ı+ % x _si 9, 5 9%,+% x®) 
cos Zu ug 


und bestätigt unschwer, daß die beiden in x, und x, konstruierten Kreistangenten sich 
im Punkte x” treffen. Wir haben damit den Satz: 

Gehen die beiden pseudosphärischen Flächen (x,) und (x,) aus einer gegebenen (x) 
durch Bäcklund-Transformationen B, mit gleichem o hervor, so durchläuft die den Winkel 
von xx, und xx, halbierende Flächentangente von (x) eine W-Kongruenz, deren zweiter Brenn- 
mantel (x”) von dem Schnittpunkt der in den Punkten x, und x, an den Hilfskreis gelegten 
Tangenten beschrieben wird. 

Auf eine bekannte Figur führt die Spezialisierung « = 0 (Radius des Hilfskreises 
coso = 1), d.h. die Zusammensetzung zweier Komplementärtransformationen. Die Kreis- 
tangenten in x, und x, sind dann die Fiächennormalen von (z,) und (z,). Die Orts- 
fläche (z°®) ihrer Schnittpunkte ist die zum hyperbolischen Rotaiionsflächentypus des 
pseudosphärischen Linienelements 

ds? = du? + ch?u dv? 


gehörige Ergänzungsfläche von (x), also die zweite Brennfläche des von den Tangenten 
xy’ der verbogenen Meridiankurven gebildeten W-Normalensystems. Sie ist auf die 
logarithmische Rotationsfläche z=logr abwickelbar. Man erkennt, daß in diesem 
Sonderfalle der zweite W-Strahl des rechtwinkligen W-Kreuzes die Verbindungslinie 
%%, Ist. 

2. Wir wenden uns zum allgemeinen Falle o + 0 zurück, um für die zweite, zum 
System der rechtwinkligen W-Kreuze gehörige Kongruenz noch eine besondere Eigen- 
schaft herzuleiten. Ihr Strahl, gleichfalls durch die Mitte von x,r, gehend, hat die Rich- 
tung X® + X; die Brennpunkte sind nach (22): 
| cos Dreh 0 
iD) = x — c080 RE er A®) + sinactg Enz X, 


9 =x+ 0080 en XD — sin otg-— dh I "x, 
cos —. 5 

Nun geht aber unser pseudosphärisches Paar (z,), (2,) durch Anwendung der beiden in- 
versen B,, also durch Bäcklund-Transformationen mit gleichen Konstanten in einund- 
dieselbe pseudosphärische Fläche (2) über. Wir schließen danach auf Grund des Satzes 
von $ 4, daß zu gleicher Zeit die Flächen (z”) und (r‘”) durch asymptotische Trans- 
[ormationen in die Brennmäntel derjenigen W-Kongruenz übergeführt werden, die durch 
27* 
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die Punkte 4(x + &) und die Strahlricehtungen X” + X® in dem Grenzfalle bestimmt 
ist, wo die Flächen (x) und (x) identisch werden. Das ist offenbar die von den Normalen 
der pseudosphärischen Fläche (x) gebildete W-Kongruenz. Es gilt also für den vor- 
liegenden Fall zweier pseudosphärischer Flächen (x,), (23), die aus einer gegebenen (x) 
durch zwei B, mit gleichem o hervorgehen, der weitere Satz: 

Die Brennmäntel der zweiten, dem System der rechtwinkligen W-Kreuze angehörenden 
Kongruenz hängen mit den Evolutenmänteln der pseudosphärischen Fläche (x) durch simul- 
tane asymplotische Transformationen zusammen. 

Auf eine direkte Bestätigung, die nur auf die Spezialisierung einer früheren Rech- 
nung hinausliefe, sei verzichtet. Indessen soll noch die Zuordnung zwischen den Flächen 
(x), (£) und den Evolutenmänteln von (x) festgestellt werden. Diese letzteren sind 
durch die Formeln 

(79) X = 17 —ctg 0X, X’ =x+tgHX® 
gegeben. Die Flächennormalen von (z’) und (x) haben bezüglich die Richtungen X” und 
X‘, Nach (78) liegen aber die Punkte x’ und x‘? in den Hauptnormalschnitten von (x), 


und zwar x‘ in der Tangentialebene von (x’), x” in der von (x’’). Mithin können nur 
(2’) und (x”), ebenso (x’’) und (r‘?) als Brennmäntelpaare der beiden .W-Kongruenzen 


zusammengehören. 






















$ 7. Die Mittelkongruenz im viergliedrigen Bäcklund-Zyklus. 


1. Hängen die pseudosphärischen Flächen (x,) und (x,) mit der gegebenen (x) 
durch Bäcklund-Transformationen B, und B,, zusammen, so existiert für o, +0, ge- 
mäß dem Schema *) 









(80) 





eine vıerte, durch endliche Operationen, d.h. ohne Integrationsprozeß zugängliche 
pseudosphärische Fläche (x), die aus (x,) durch eine B,, und aus (x,) durch eine B,, 
hervorgeht. Es ist dies der Inhalt des Bianchischen Vertauschbarkeitssatzes, den wir 
hier in einer dem gegenwärtigen Zweck angepaßten Weise herleiten wollen, um gleich- 
zeitig die Ausgangsformeln für die anschließenden Entwicklungen zu gewinnen. Bei 
diesen handelt es sich dann um die Anwendung unserer allgemeinen Ergebnisse auf 
die pseudosphärischen Paare (x), (x) bzw. (x,), (x,), wobei wir das erstere bevorzugen 












werden. 
Zur Vereinfachung seien noch die folgenden Abkürzungen eingeführt: 
= 2%, ‘ 1 2%, a 3 —1 
(81) ec, = coso, = AT Ss; = sin, “771 ; 6g= (08 0, =347 Ss; =SiN 0, "ErT 







Wir beginnen mit der Berechnung der Eulerschen Parameter o, A, u, » für diejenige 
Drehung, die das Hauptdreikant A von (x) in das Hauptdreikant A der gesuchten 
vierten Fläche (x) überführt. Dazu schreiben wir in bezug auf die B,, die (x) und 
(2,) verbindet, die Formeln (71) folgendermaßen: 











22) Die Pfeilspitzen dienen zur Unterscheidung der Transformationen von den inversen, bei denen die in 
$4 angemerkte Vorzeichenänderung gilt, 








is! 
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(82) 





und entsprechend für die B,,, durch die dann (x,) in (2) übergeht: 
0—0, „, 


9? zn nen A : = — 
(83) V23+1 - 


Die Zusammensetzung der beiden Drehungen geschieht mittels der Formeln ®): 
0 = g’e" ER ar an uw’ — vv”, 
ri = gi” + Jo” + u’v’ Pe v’u”, 
(84) Pe Jr van ‚jr un A 7 
vu =o'u’ + ne” + v”, 
v u gPyP" + v’o” + Au” — ui". 
Diese bestätigt man am einfachsten durch den Nachweis, daß auf Grund derselben die 
Relationen (33) 
AXD + uXD + yX9 =-AXD + uXD + vX®9) usw. 
zu Identitäten werden, wenn man beide Seiten durch X", X®, X® darstellt. Dazu 
setze man die Ausdrücke (84) ein, klammere links 0”, A”, u’, v’ und rechts o’, A’, u’, v’ 
aus und wende auf die Klammern die Beziehungen 
„XD LwW X Lv XO = XD + wW XD Lv X usw., 
ar XD 4 ur X + vX9) — a’XD + urX@ + vr X® usw. 
an, die für die beiden einzelnen Drehungen gemäß (33) bestehen. 
Trägt man die Werte (82), (83) in die Formeln (84) ein, so findet man: 


En 
PT ya iVari 
u 1 
Va+ıVa+1 
_ 1 
Va ıVa 
2%, + . 
Varıyatı 2° 
Die gleiche resultierende Drehung soll sich nun aber ergeben, wenn die Fläche (x) zu- 
nächst einer geeigneten B,, und die damit erhaltene Fläche (x,) einer nachfolgenden 
B,, unterworfen wird. Das läuft auf die Forderung hinaus, daß dıe Ausdrücke (85) ihre 
Werte nicht ändern, wenn x, mit x, vertauscht und ®, durch 9, ersetzt wird. Für o 
und » besteht die Übereinstimmung schon. Durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke 
tür A bzw. für « erhält man die fundamentale Relation des Vertauschbarkeitssatzes: 
(86) 8 A ad 2 aa, 


HH 


"— 6-0. 
1 + %,) cos — 9 eo 0, + (2%. — x,) sin en b sin 0], 


0-0. d— 
——— G + %,) C08 „Ase sin 0, + (x: — %,) sin — =. cos 0,|, 


2 2 


+ 
1 


= 








23) Es ist dies das Formelsystem für die Multiplikation zweier Quaternionen: 
e+il+ ju+ kv= (0 + WW’ + jw + kv’)(0’ +’ + ju” + ko”), 
wobei 
?=-2=MR=-—1,jk=-—- hei, ki=—k=-j,j=-—ji=k 
ist, 
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Stützt man sich weiterhin auf die Annahme, daß zunächst die beiden Bäcklund- 
Transformationen B, und B,, vorliegen, mittels derer die gegebene Fläche (z) in (z,) 
und (z,) übergeht, daß man also über die Integrale 9, und 9, der totalen Differential- 
gleichungen 


: E 
(9). — 9 = =, sin (9, +9), (+ = sin (dh — 9), 
(87) 


: 1 -; 
(8), — = %,85in (, +9), (db + % = % sin (0, — 0) 


verfügt, so hat man sich davon zu überzeugen, daß die durch (86) definierte Größe 0 
die entsprechenden Gleichungen für die B, und die B,, erfüllt, die (2,) und (x,) mit der 
vierten Fläche (x) des Zyklus verbinden: 


- - Bi 2. u 
02 — (9). = %,5in (0 + 9,), 9 + (9% = rd u L 
(88) 2 r . fi . 
6, — (9,)z = x, Sin (9 + 6,), 05 + (9,); = 1. sin (0 — 6,) . 
ı 


Die erforderliche Rechnung ist bekannt und braucht hier nicht wiedergegeben zu werden. 
Wichtig sind noch die beiden aus (86) gewonnenen Formeln, bei denen wir uns der durch 
(81) eingeführten Abkürzungen bedienen: 

(s, — s,)sin (0, — 9,) 
1— 515g — 10, 608 (9, — 9,) 





(1 —s183)e0os(d,— 0,) —CıCz 
1 — 8183 — C1CzC08 (0, — 6,) 
Fassen wir die vierte Fläche (x) als das Ergebnis der auf (x,) ausgeübten B,, auf, 
so gilt nach (63) zunächst die Darstellung: 
z= 2 + 0, (cos IX) — sin 0X), 
die sich dann an Hand der Formeln (63)—(66), in denen jetzt cos o, sin o durch c,, s, zu 
ersetzen sind, in die folgende verwandelt: 
z=x+ {[cı +, cos — 6)] cos 6, + cas, sin (0 — 0) sin 0,} X® 

+4{— [ec + «, cos (0 — 6)] sin 6, + 0 css, sin (0 — 6) cos 0,5 X'9 

-+ 616, sin (0 — 0) X®. 
Werden für cos (d — 6) und sin (0 — 6) die Werte (89) eingesetzt, so folgt als endgültige 
Darstellung der vierten Fläche (x) des Vertauschbarkeitssatzes: 


(89) cos (d — 6) = ‚sin (8 — 6) = 





r $ —Sı 

A + 1 — 518g — CC c08 (9, — 9,) 

+ (— 018, sin 6, + cs, sin 05) X(9 + cc, sin (9, — 0,)X'9]. 
Da hier Symmetrie in bezug auf die Indizes 1 und 2 besteht, ist der Beweis des Satzes 
abgeschlossen. 

2. Aus dem Umstande, daß die Punkte x, x,, X, x, der vier durch den Zyklus (80) 
zusammenhängenden Flächen ein windschiefes Viereck mit paarweise gleichen Gegen- 
seiten 22, = 2,7 = (, 2%, = 27 = c, bilden, folgert man durch eine einfache geo- 
metrische Überlegung, daß die durch die Mitten der beiden Diagonalen x,x, und x= 
gehende Gerade zugleich deren gemeinschaftliches Lot vorstellt und außerdem unter 
paarweise gleichen Winkeln gegen die in den Diagonalen zusammenstoßenden Tangential- 
ebenen der im Zyklus sich gegenüberliegenden Flächen geneigt ist. Diese Gerade heiße 
Muttelstrahl, das von ihr durchlaufene Strahlensystem ATittelkongruenz des viergliedrigen 
Bäcklund-Zyklus. Als Richtung des Mittelstrahls findet man X®9 — X® bzw. XP — X®, 
In der Tat ergibt sich, wenn man ähnlich wie bei der Berechnung von x — x verfährt 
und wieder von den Formeln (89) Gebrauch macht: 





[c1$; c08 0, — Ca5, cos 0,) A) 
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Ss —Sı 
— 818g — CCz 608 (Od, — 
(91) + (ec, cos 9, — cz 608 0,)X9 + (s, — 5) X 9] 

a6; 5 5 (3 (3 
A — 5189 — C16z 608 (0, — 9,) MX. 
Wie ersichtlich, kann unser Satz von $3 unmittelbar auf die Mittelkongruenz an- 
gewendet werden. Gehen wir dabei von dem pseudosphärischen Paar (x), (x) aus, so 
haben wir für die Brennmäntel (x”), (x“”) unter Beibehaltung dieser Bezeichnungen nach 

(22) die op 


x9) _ X) — 





u) [(e, sin 0, — c, sin 9,) X) 





5 
(92) 20= (a +2) 421°, 0 Ko, 1a +2 1x —_Ko, 
die wir vorläufig so stehen lassen. Ergänzende Entwicklungen, auch nach der geome- 


trischen Seite, enthält $9. 
Wir berechnen nun nach (33), (42), (48) für die beiden Brennmäntel (z”) und (x) 


der Mittelkongruenz die normierten Vektoren &% und &® der Flächennormalen. Die 
Werte von o, A, u, v» sind dabei durch (84) gegeben. Wir benutzen schließlich die Fun- 


damentalrelation (86) des Vertauschbarkeitssatzes, um 10 — 0) zu eliminieren, und 
erhalten so: 


| 0 - -  — (e cos tm matt RE 








Va+iya+i 


| 1 +: 0, + 0 = 
= 77 1.2730 Tr Ya 2x0) ni _A)X9 
’ varwani|.. 2 — (sin  Bihidaa (#122 —1)X | 








Damit zugleich ergeben sich die Relationen: 


0, Z d, u 1, FE)? — 


(x, + %,)? t 
(»xt+1)(#x3+1) 


(#3 — 21)? 
(A+:+N 
(95) ZEOES) — 








(94) E0)? — ctg? 


1 
(+23 +1) 

Zu (94) ist zu bemerken, daß jetzt ctg . — an die Stelle der durch (50) defi- 
nierten Größe ® = de. getreten ist und, von dieser nach (86) nur durch einen 
konstanten Faktor unterschieden, für die von &0 erfüllte Moutardsche Differential- 
gleichung die transformierende Lösung darstellt, von der die zu &®% führende Moutard- 
sche Transformation abhängt. Unter Hinweis auf die ähnlichen Verhältnisse, die wir in 
$5 bei den Kongruenzen der Querstrahlen einer pseudosphärischen Kongruenz ange- 
troffen haben und die offensichtlich eine Art Grenzfall der hier vorliegenden allgemeineren 
Beziehungen bedeuten *), formulieren wir das Ergebnis in Gestalt des folgenden neuen 
Satzes: 

Die M‘ttelkongruenz im viergliedrigen Zyklus der Bäcklund-Transformaiionen, wie er 
aus der Anwendung des Bianchischen Vertauschbarkeüssatzes hervorgeht, ist eine W-Kon- 
gruenz von konstanter mittlerer FENEND also der Relation 


++ =a 
oder d? — 6? = a? RN Die sine ihrer Brennmäniel entsprechen denen 





21) Auf eine nähere Erörterung dieses Punktes verzichte ich hier. Gelegenheit dazu bieten wird sich an 
anderer Stelle bei der Behandlung des bercits in der Einleitung [siehe dort auch die Fußnote ?)] berührten Strati- 
{ikationsproblems für den Fall der pseudosphärischen Kongruenz. 
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der vier pseudosphärischen Flächen. Die beiden Brennmäntel gehören der Klasse der Flächen 
mit vier durch die quadratische Relation 


e+N+R— 9-1 
verbundenen partikulären Integralen ihrer Moutardschen Differentialgleichung an; dabei ist 
ö die transformierende Lösung derselben, durch die der Übergang zur Moutardschen Gleichung 
des anderen Brennmantels bewirkt wird ®). 


$ 8. Verallgemeinerung eines Bianchischen Satzes. 
Zwei weitere aus dem Bäcklund-Zyklus hervorgehende W-Kongruenzen. 


1. Im unmittelbaren Anschluß an unsern soeben bewiesenen Satz stellen wir fest, 
daß, wie aus (95) zu entnehmen ist, im Sonderfalle x,%;,—1 =0, d.h. o, = — o,, also 
bei der Zusammensetzung zweier entgegengesetzter Bäcklund-Transformationen B, und B_ 
die Mittelkongreunz ein W-Normalensystem wird. Die dann geltenden geometrischen 
Beziehungen sind von Bianchi?) aufgedeckt worden, dessen Untersuchungen an Sätze 
Guichards über die Verbiegung gewisser Rotationsflächen anknüpfen und sich zugleich 
auch auf allgemeinere Probleme wie das der Verbiegung der Strahlenkongruenzen er- 
strecken. 

Brennpunkte des Mittelstrahls sind in den gedachten Sonderfalle die beiden Punkte, 
in denen sich dann die Normalen der im Zyklus einander gegenüberliegenden pseudo- 
sphärischen Flächen paarweise treffen. Die beiden Brennflächen, Evolutenschalen eiaer 
Parallelschar Weingartenscher Flächen, sind auf das sogenannte verkürzte Katenoid, die 
Rotationsfläche r = sin o ch z, abwickelbar. 

Bianchi hat nun, übrigens mit bemerkenswert geringem Aufwand an Rechnung, 
den auch für den allgemeinen Fall gültigen Nachweis erbracht, daß ein viergliedriger 
Zyklus von Bäcklund-Transformationen in einen neuen Zyklus gleicher Art dadurch 
übergeführt werden kann, daß man die vier pseudosphärischen Flächen simultanen 


2) Unabhängig definiert, und zwar [siehe dazu die Fußnote?!) ] innerhaib der Klasse der W-Kongruenzen, 
die der Bedingung d? — 6? = a? genügen, durch die bilineare Relation vom Typus: (e— 1)(e’— 1) = const. 
erscheint diese Kongruenz in meiner a. a. 0.2!) erwähnten Dissertation. Es fehlt dort aber noch die für die Er- 
fassung des ganzen geometrischen Zusammenhangs wesentliche Tatsache, daß es sich dabei um die Mittelkongruenz 
des viergliedrigen Bäcklund-Zyklus handelt. Dagegen wurde dort bereits gezeigt, daß die betreffende W-Kon- 
gruenz durch einen zur Lieschen Transformation analogen, rein analytischen Prozeß, nämlich durch die auf die 


1 
Variablen &, ß ausgeübte Substitution & | ka, ß | „P. aus dem W-Normalensystem gewonnen werden kann, das 


im Spezialfalle o, = — o, der Zusammensetzung zweier entgegengesetzter Bäcklund-Transformationen (siehe den 
Anfang von $8) die Rolle der Mittelkongruenz spielt. 

Zu unserem Ergebnis sei außerdem noch folgendes bemerkt. Im Falle der (reellen) Transformation einer 
Fläche von konstantem ‘positiven Krümmungsmaß K = 1, wo bekanntlich gegebene und transformierte Fläche 
in einem viergliedrigen Zyklus imaginärer Bäcklund-Transformationen einander gegenüberliegen, hat man als 
Mittelstrahl die durch die Mitte der Verbindungslinie entsprechender Punkte gehende und zugleich zu dieser und 
dem Tangentialebenenschnitt senkrechte Gerade einzuführen. Als Variablen benutzt man dann zweckmäßig die 
Parameter der Krümmungslinien der Flächen K = 1, denen isotherm-konjugierte Netze auf den übrigens reellen 
Brennmänteln der Mittelkongruenz entsprechen. Die zu den beiden Moutardschen Gleichungen gehörigen quadra- 
tischen Relationen lauten dabei: 

2 P+2—#=—1, 4242421 (99 = const). 

Auf einen weiteren Fall, bei dem wieder andersartige geometrische Gesichtspunkte in den Vordergrund 
rücken, beabsichtige ich demnächst näher einzugehen. Es ist der eines imaginären Bäcklund-Zyklus mit reeller 
Mittelkongruenz, bei dem die gegenüberliegenden pseudosphärischen Flächen konjugiert-komplex sind. 

2°) Es genügt hier, auf die Kapitel 17 und 25 in Bianchi, Lezioni di geometria differenziale 2 (1903) hin- 
zuweisen. 
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Bäcklund-Transformationen B,, unterwirft 2°). Wir werden uns im folgenden auf diesen 
wichtigen Zusatz zum Vertauschbarkeitssatz stützen, ohne ihn hier von neuem zu be- 
weisen, zumal keine darauf bezüglichen Formeln herangezogen werden sollen. Weiter 
gelang es Bianchi dann zu zeigen, daß im Spezialfall des durch Zusammensetzung entgegen- 
gesetzter Bäcklund-Transformationen erhaltenen Zyklus das von den Verbindungslinien 
der Normalensehnittpunkte gebildete W-Normalensystem durch asymptotische Trans- 
formationen seiner beiden Brennmäntel in das entsprechende, mit dem neuen Zyklus 
verbundene W-Normalensystem übergeht ®). Damit war Bianchi im Besitz der durch 
eine berührende W-Kongruenz vermittelten Transformation für die Biegungsflächen des 
verkürzten Katenoids, das zugleich den Typus des Linienelements einer imaginären 
Rotations-F? mit Mittelpunkt vertritt. Auf die Bedeutung dieses vorbereitenden Schritts 
beim Aufbau der Transformationstheorie für die auf Mittelpunktsflächen zweiten Grades 
abwickelbaren Flächen wurde bereits in der Einleitung hingewiesen. 

Der eben genannte, den Sonderfall betreffende Bianchische Satz kann auf Grund 
des in $4 gewonnenen Ergebnisses folgendermaßen verallgemeinert werden: 

Wird ein viergliedriger Zyklus von Bäcklund-Transformationen (B, und B,, in 
wechselnder Folge) durch simultane Bäcklund-Transformationen B,,, denen die vier pseudo- 
sphärischen Flächen unterworfen werden, in einen neuen solchen Zyklus übergeführt, so hängt 
die Mittelkongruenz des gegebenen Zyklus mit der des transformierten durch asymptotische 
Flächentransformationen zusammen, die zwischen entsprechenden Brennmänıeln vermitteln. 

2. Da der viergliedrige Bäcklund-Zyklus eine doppelte Anwendung des Satzes von 
$3 erlaubt, nämlich mit Bezug auf jedes der beiden pseudosphärischen Paare (x), (x) und 
(2,), (23), gehört die Mittelkongruenz zwei Systemen rechtwinkliger W-Kreuze zugleich 
an. Eslohnt sich, in diesen auch die beiden anderen W-Kongruenzen zu betrachten, besonders 
im Hinblick auf den zwischen ihnen bestehenden Zusammenhang. Ihre Strahlen gehen 
durch die Punkte !(x + x) und }(x, -- x,) des Mittelstrahls und haben bezüglich die 
Richtungen X®9 + X®9 und X® -+- X®, Sie sind also beide Lote zum Mittelstrahl, der 
erste außerdem, wie man sich leicht klar macht, senkrecht zum Tangentialebenenschnitt 
von (x) und (z), d.h. zur Verbindungslinie z,2,, ebenso der zweite senkrecht zu xx. Nun 
geht aber das Paar der im Zyklus sich gegenüberliegenden Flächen (x), (x) durch simul- 
tane Bäcklund-Transformationen B, in das andere Paar (z,), (2,) über. Mithin können 
wir unsern Satz von $4 heranziehen, demzufolge dann zwischen den Brennmänteln der 
betreffenden W-Kongruenzen asymptotische Transformationen vermitteln 2). Zu- 
samınenfassend formulieren wir das Ergebnis: 

Legt man im viergliedrigen Bäcklund-Zyklus durch die Mitte einer jeden der beiden 
Verbindungslinien gegenüberliegender Flächenpunkte die zum Mittelsirahl rechtwinklige 
und gleichzeitig die andere Verbindungslinie rechtwinklig kreuzende Gerade, so durchlaufen 
diese beiden Geraden zwei W-Kongruenzen, auf deren Brennmänteln die Asymptotenlinien 
denen der vier pseudosphärischen Flächen entsprechen. Jeder der beiden Brennmäntel der 
einen W-Kongruenz hängt mit einem Breunmantel der anderen durch eine asymptotische 
Transformation, also durch eine beiderseits berührende W-Kongruenz zusammen. 


7”) Bianchi, Teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili sulle quadriche rotonde, Mem. della 
Soe. Ital. delle Se. (3) 14 (1905) ; daselbst $ 9. 

>#) Ebenda $11. 

2°) Beim Aufstellen der Formeln im Anschluß an $4 wäre zu beachten, daß die von (x) zu (z,) führende 
Transformation Bo, die inverse zu der in dem Schema (80) angenommenen ist. Damit tritt dann aber mit Rück- 
sicht auf die in $4 vorausgesetzte Gleichheit der charakteristischen Konstanten der dort in Nr. 1 gemachten 
Bemerkung gemäß 0, + r an die Stelle von 0,. Danach bestimmt sich die Zuordnung, in der die Brennmäntel 
der betrachteten W-Kongruenzen durch asymptotische Transformationen verbunden erscheinen. Man erkennt 
zugleich, daß die Mittelkongruenz unter Vertauschung ihrer Brennmäntel in sich übergeht. 
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Von Interesse ist, daß man auch hier für 0, = —o,, also im Spezialfall enigegen- 
geseizter Bäcklund-Transformationen B,, B_, zu geometrischen Beziehungen gelangt, die 
als bekannt anzusprechen sind. Die Seiten des windschiefen Gelenkvierecks zr,rr, 
haben dann sämtlich die Länge cos o; die Diagonalen xx und x,x, kreuzen sich recht- 
winklig, sind also selber die Strahlen der beiden betrachteten W-Kongruenzen. Die im 
Zyklus einander gegenüberliegenden Flächen (x) und (2), (x,) und (x,) sind, wie man 
weiß, in diesem Falle durch eine spezielle, im Bereiche der Flächen von konstanter Krüm- 
mung geltende Ribaucour- Transformation verbunden, die Bianchi als Ribaucour-Guichard- 
sche Transformation bezeichnet. Damit sind dann die Krümmungsliniennetze x +ß = 
const von (x) und (%) einerseits, von (x,) und (x,) andererseits harmonisch (im Guichard- 
schen Sinne) zu den Kongruenzen der Tangentialebenenschnitte x,2, bzw. »x: die Deve- 
loppablen der letzteren werden gleichfalls durch x + ß == const bestimmt, Brennpunkte 
ihrer Strahlen sind die Treffpunkte der Tangenten an korrespon dierende Krümmungs- 
linien. Allgemein knüpft sich nun aber an die biharmonische Verwandtschaft zweier 
konjugierter Kurvennetze, also an das gleichzeitige Bestehen der harmonischen Be- 
ziehung beider Netze zur Kongruenz der Tangentialebenenschnitte die weitere Eigenschaft, 
daß auch in der von den Verbindungslinien der Punkte gebildeten Kongruenz die Deve- 
loppablen den Netzen entsprechen und daß die zugehörigen Brennebenen jeweils die 
homologen®°) Brennpunkte des Tangentialebenenschnitts enthalten. Offensichtlich wird 
diese Beziehung von den Diagonalen xx und x,2, des speziellen Bäcklund-Zyklus 
wechselweise erfüllt. Das bedeutet Inzidenz homologer Brennpunkte und’ Brenn- 
ebenen für die Strahlen xx und x,x,, also in der Tat, was hier bestätigt werden sollte: 
Zusammenhang homologer Brennmäntel der beiden Diagonalenkongruenzen durch 
beiderseits berührende Strahlensysteme. Man kann übrigens, worauf ohne nähere Aus- 
führungen noch hingewiesen sei, auch auf den Umstand Bezug nehmen, daß im vor- 
liegenden Spezialfalle die Diagonalen xx und x,x, zwei R-Kongruenzen beschreiben, die 
der Bedingung wechselseitiger Stratifikabilität genügen. 


$ 9. Konstruktion der Brennpunkte und Brennebenen des Mittelstrahls. 


1. Wir bringen als Abschluß unserer Untersuchung noch zu $7 einen Nachtrag, in 
dem für den allgemeinen viergliedrigen Bäcklund-Zyklus einige durch Anschaulichkeit 
ausgezeichnete Eigenschaften der Mittelkongruenz hergeleitet werden sollen. Dabei be- 
nutzen wir zweckmäßig die beiden Einheitsvektoren: 


(96) X, = cos 0,X") — sin 9, X), X, = cos 0,X — sin 0,X9, 


durch die sich die Richtungen der beiden vom Punkte x ausgehenden Seiten zr, und «7, 
des windschiefen Gelenkvierecks xx,xx, darstellen. Es ist dann: 


(97) ze +gX, BB = + 0%,, 
während die Formel (90) für die vierte Fläche (x) des Zyklus in 
(98) zs=ıH+ — ud [C183Xı — C351X, + Cyc, sin (9, — 9,) X] 


übergeht, wobei zur Abkürzung 
(99) N =1— 5183 — CjCz 608 (0, — 9,) 


gesetzt ist. Erforderlich ist ferner die aus (91) folgende Relation: 


30) Zur Erleichterung der Anschauung sind dabei Brennpunkt und Brennebene — allerdings im Gegensatz 
zur eigentlichen Bedeutung des Begriffs Brennebene — als Punkt und Tangentialebene des gleichen Brenn- 
mantels der Developpablenschar zugeordnet, deren Rückkehrkanten den betreffenden Brennmantel bedecken. 
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(KO), 





saflac(eı 2 —0,) —c,]|X, + [ea cos (d,— 9,) —cı |X, 
N sin (0, — 6,) 
die man leicht durch einen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten gewinnt. 

Für dieBrennpunkte x” und x“ des Mittelstrahls hatten wir vorläufig die Formeln 
(92). Diese werden mit Hilfe von (98) und (100) umgeformt, wobei eine wesentliche 
Reduktion im Fortfall des Nenners N besteht. Es ergibt sich als Darstellung der beiden 
Brennpunkte des Mittelstrahls: 


(100) 9 — X9) — 


X,) +56 — 5ı) san IX, 


(101) | 
HR) 5 st X. 





Die Normalprojektionen der Brennpunkte x, x” auf die Ebene des Dreiecks xx,r; 
fallen demnach in die Halbierungslinien des Außen- und des Innenwinkels bei x, und da 
sie außerdem auf der Mittelsenkrechten zur Dreiecksseite x,r, liegen müssen, sind sie die 
Schnittpunkte dieser letzteren mit dem Umkreis des Dreiecks. Mithin gilt die folgende 
Konstruktion: 

Man erhält die Brennpunkte des Mittelstrahls im viergliearigen Bäcklund-Zyklus, in- 
dem man in einer der Ebenen des von den, vier Flächenpunkten gebildeten. windschiefen 
Gelenkvierecks, etwa in der des Dreiecks %2,%, zur Vierecksdiagonale x,&, die Mittelsenk- 
rechte zieht, mit dem Umkreis des Dreiecks zum Schnitt bringt und in den beiden gefundenen 
Punkten auf der Ebene die Normalen errichtet. Ihre Treffpunkte mit dem Mittelstrahl sind 
die gesuchten Brennpunkte. 

Damit haben wir eine einfache Verallgemeinerung der am Anfang von $8 er- 
wähnten Tatsache, daß im Sonderfalle der Zusammensetzung entgegengesetzter Bäck- 
Jund-Transformationen B,, B_, [in (101) wird dann c, —c, = 0] die Brennpunkte des 
Mittelstrahls, der dabei ein W-Normalensystem beschreibt, die Normalenschnittpunkte, 
der im Zyklus sich gegenüberliegenden Flächen sind. 

Wir unterwerien auch die durch (93) gegebenen Vektoren der Brennflächen- 
normalen der durch die Einführung von X, und X, bedingten Umformung: 


1 (#2 — zı)(Xı + %;) Er 0 
Varıyari [ ar are], 
1 (#1 + #)Xı — %;) 
Var iVa3+ sın (9, — 9,) 
Danach sind die Zn der Brennflächennormalen auf die Ebene des Drei- 
ecks rx,x, die Parallelen zu den beiden Winkelhalbierenden des Geradenpaares xx,, ©%,. 
Wir folgern weiter: 

Die Spurgeraden der beiden Brennebenen des Mittelstrahls in der Ebene des Dreiecks 
17,2, sind die durch die Mitte von xx, gehenden, zueinander rechtwinkligen Parallelen zu 
den Halbierungslinien des Außen- und des Innenwinkels bei x. 

2. Es sollen nun noch die mit den Brennmänteln verknüpften isometrischen Paare 
(2), (#9) und (z9), (&®) betrachtet werden. Nach $1, (7) schreiben wir: 


0) — 











— (4% — 1x0] ’ 


20 = x0 — (rO — x) + ctg - i X), 


entnehmen x” — x der ersten Formel (101), machen Goa von (86) und drücken 
sämtliche konstanten Koeffizienten durch x, und x, aus. Dabei ist: 
25* 
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24%, — Xı)(%ı% — 1) a 2(#3 — x?) 
++ Er +N 
Mit Berücksichtigung von (103) und unter Hinzufügung der analogen Formeln für x” 
und 2% wird dann: 
= = OF Tetg 6, —h, En, r- (# — %ı)(%ı% — 1) 
(103) a” 2 (m+r)VAa+1VE +1 
- = 9) +I”tg 0, — 9 Fo), gr (#1 + #o)l#ı% +1) 
- (a Vd + Va + 1 


7) 
wobei daran erinnert sei, daß die Punkte x”, x“ auf der Normalen von (z), die Punkte 
x”, x” auf der von (x) liegen. Das Ergebnis, in etwas erweiterter Fassung im Hinblick 
auf die Gleichwertigkeit der pseudosphärischen Paare (x), (x) und (x,), (2,), erscheint 
nicht uninteressant: 

Legt man durch jeden der beiden Brennpunkte des Mittelstrahls die Parallele zur 
Flächennormalen des anderen Brennmantels, so trifft eine jede dieser beiden Geraden die 
Normalen der vier pseudosphärischen Flächen, und zwar diejenigen der im Zyklus einander 
gegenüberliegenden Flächen in Punkten, die paarweise isometrische Flächen beschreiben °'). 

Die Isometrie entspringt übrigens, wie aus (103) ersichtlich ist, im vorliegenden 
Falle einem wohlbekannten allgemeineren Prinzip: Sind (x) und (x’) zwei durch eine 
asymptotische Transformation verbundene, auf die Asymptotenlinien (x, ß) bezogene 
Flächen und ist @ die transformierende Lösung der von £& erfüllten Moutardschen Glei- 
chung, so daß also die Formeln 


z = [ [nd — t,)da — (nd — En)dßl, !=xr+ mt 








a Yan 














(98) = — p? 4). ‚ (= P? 


bestehen, so sind für beliebiges konstantes C durch « + Cp#’, 2 — C'yE’ stets zwei iso- 
metrische Flächen gegeben; das folgt aus der Relation 


| & dad(pE) = 0, 
die, wie man weiß, auch die Deutung zuläßt, daß jede der beiden Flächen (x) und (z’) 
einer infinitesimalen Verbiegung fähig ist, bei der die Verschiebungen der Punkte parallel 
zu den Normalen der anderen Fläche erfolgen. 


31) Aus (103) entnimmt man, daß für o, = — o,, d. h. für x,% — 1 = 0 die beiden Flächen (z(®) und 
(z9) miteinander und mit dem Brennmantel (19) zusammenfallen. 





E’ngegangen 21. Januar 1943. 





Über die kombinatorische Mindestordnung 


sisnierter Permutationen. 
Von Otto Haupt in Erlangen. 


Einleitung. 

In einer früheren Arbeit!) wurde die Bestimmung einer unteren Schranke für die 
linearen Ordnungswerte singulärer Punkte auf Bogen im E, zurückgeführt auf ein rein 
kombinatorisches Problem; nämlich auf die Bestimmung der sogenannten (kombinatori- 
schen) Mindestordnung‘) (kurz: kMO) derjenigen signierten?) Permutation P, durch 
welche der Typus des betrachteten singulären Punktes festgelegt ist. Auch wurde seiner- 
zeit?) ein (rein kombinatorisches) Verfahren angegeben, mit Hilfe dessen die kMO einer 
vorgegebenen P mit endlich vielen Versuchen gefunden werden kann. 

Indes fehlte es bis jetzt an einer Kennzeichnung der kMO vermittelst einfacher 
Eigenschaften der vorgelegten signierten Permutation, durch welch letztere die kMO ja 
eindeutig bestimmt ist. Eine solche Kennzeichnung wird im folgenden gegeben werden 
und zwar mit Hilfe gewisser, an anderer Stelle‘) schon entwickelter Sätze aus einer 
Geometrie der signierten Permutationen. Es wird nämlich gezeigt, daß die kombina- 
torische Mindestordnung gleich ist (n-+- L), wenn L die (schon früher?) definierte) Länge 
der signierten Permutation bezeichnet. Damit ergibt sich zugleich ein sehr vereinfachtes 
(und überdies „‚versuchsfreies‘‘) Verfahren zur Bestimmung der kMO einer vorgegebenen P. 
Übrigens zeigt die erwähnte Kennzeichnung der kMO, daß der, aus ordnungsgeo- 
metrischen Fragestellungen gewonnene, Begriff der Mindestordnung auch rein kombi- 
natorisch gesehen mit der Struktur der signierten Permutation eng verknüpft ist und daß 


1)Denk-Haupt, Über die Singularitäten reeller Bogen im R,„, Journ. f. r. u. angew. Math. 183 
(1941), 69 ff. — Die a. a. O., Nr. 3.1 eingeführte Mindestordnung ist identisch mit der oben im 
Text (vgl. insbesondere die Definition in Nr. 2.2) genannten kombinatorischen Mindestcrdnung (kMO). 

®) Unter einer signierten Permutation (P= ö)...6„) wird dabei verstanden das Er- 
gebnis zweier Operationen, ausgeübt auf die Elemente 1,..., »; nämlich Erstens der (gewöhnlichen oder 
nicht signierten) Permula'ion P = En a = (0,...0,) und Zweitens der Signierun;, d.h. der Multi- 
plikation von o, mit + loder— 1; esistaloo,=-+o,r=],..., n. Man bezeichnet P auch als zu 
P gehörig oder als aus P durch Signierung entstanden. Die zu P reziproke Permutation sei (£,.. . £,). 

3) Vgl. die ‚‚Regel“, a.a.O.!), Nr.2.2. Die ‚Ke;el“ lautet: Man wähle willkürlich je ein System 
natürlicher Zahlen OSi<j, <... <ysr und 0Sa,<a,<... <aySn (mit beliebigen 
0<r<sn, 0<t<son). Sodann vereinige man beide Systeme willkürlich zu einem geordneten System 
(Viper, im (mitm=r-+1+ 2) und zwar so, daß die j, unter sich sowie die &, unter sich natürlich ge- 
ordnet bleiben. Aus (7) ist dann jedes 7, sowie jedes &, zu streichen, für welches folgendes gilt: Es 
existiert in (7) wenigstens ein &, bzw. ein j., welches in (7) rechts von 7, bzw. rechts von a, steht und wofür 
gleichzeitig u<% ist bzw. o,, <a,. Vgl. auch oben im Text Nr. 1.3 und 1.4.1. 

*)Denk-Haupt, Über gewöhnliche und signierte Permutationen, Journ. f.d. r. u. angew. Math. 
186 (1945), 170 ff. 

5) Vgl. a.a.O.*), Nr.2,5. 
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eine Klassifik tion der signierten Permut: tionen nzch den Werten ihrer Mindestordnungen 
auch vom kombinatorischen Standpunkt aus naturgemäß erscheint. 

Eine Anwendung des vorstehend erwähnten kombinatorischen Ergebnisses soll 
in einer späteren Note von Herrn Denk und dem Verf. gegeben werden; dort wird dann 
auch auf die geometrische Deutung der in vorliegender Arbeit auftretenden Systeme S, 
(vgl. Nr.1. 4.2.2) sowie der Zahlen T'(s,, Mr F) und ${ 5) (vel. Nr. 2.3.2. 1 und 2.3.3) 
einzugehen sein. 
$ 1. Reduzierte Punkt-Sehnenfiguren. 

1. 1. Bei den nachstehenden Betrachtungen empfiehlt es sich, in den die Per- 
mutationen darstellenden Sehnengeflechten ®) (SGeil.) & zu den einzelnen Sehnen noch 
gewisse ihrer Endpunkte zu adjungieren. Und zwar unterscheiden wir: erstens solche 
Sehnen, deren beide Endpunkte adjungiert werden, sogenannte Voll- oder a, b- oder 
2-Sehnen; zweitens solche Sehnen, zu welchen nur einer ihrer Endpunkte adjungiert 
wird, sogenannte 1-Sehnen, genauer a-Sehnen bzw. b-Sehnen je nach- 
dem der?) a- oder der b-Endpunkt adjungiert wird. Jede a,b-Schne soll je nach Bedarf 
auch als a- und ebenso als b-Schne aufgefaßt werden können. Der b-Endpunkt einer a-Sehne 
heiße auch freier Endpunkt dieser a-Sehne; und entsprechend für b-Sehnen. 

Ist (7, o,) die den a-Punkt 7 mit dem b-Punkt o, verbindende Sehne aus &, so werde 
die zugehörige a- bzw. b- bzw. a b-Sehne bezeichnet mit [7,0,) bzw. (j, o] bzw. [7, o;]. 
Es heiße (7, 0,) sowie (7, 0,] und [7,0,) enthalten in [J,0;]. 

Ist [7, o,) eine a-Sehne und (£,, &] eine b-Sehne, so bestehen hinsichtlich ihrer gegen- 
seitigen Lage in & folgende Möglichkeiten: 1. Es ist j<{, und 0,<& bzw. j»£, und o,»a. 
Dann sind die beiden Sehnen fremd zueinander; und zwar liegt die a-Sehne links 
von der b-Sehne bzw. rechts von ihr ?). — 2. Es ist 7<{, und o, »&. Dann liegt also der 
a-Endpunkt £, der b-Sehne rechts vom a-Endpunkt 7; der a-Sehne und der 5-Endpunkt 
o, der a-Sehne rechts vom b-Endpunkt & der b-Sehne; dementsprechend sagen wir, die 
a- und die 5-Sehne schneiden einander rechts (die eine wird von der 
anderen rechts geschnitten). — 3. Es ist 7»Z, und o;<x. Dann werden wir die beiden 
Sehnen als einander links schneidend bezeichnen. — Zwecks bequemerer 
Formulierung späterer Sätze (vgl. z. B. Nr. 1. 4) fassen wir die Fälle 1. und 2. durch die 
gemeinsame Bezeichnung zusammen: Die beiden Sehnen schneiden einander nicht 
links; dieser Fall liegt also dann und nur dann vor, wenn entweder 7<£, oder 0,>& oder 
beides gleichzeitig gilt. (Im Falle a<o,; bzw. 7<Z, kann mithin 7S{, bzw. «So, sein.) 

Da eine a, b-Sehne sowohl als a- wie als 5-Sehne aufgefaßt werden kann (vgl. oben), 
so sind eine beliebige a-Sehne (oder 5b-Sehne) und eine beliebige a, b-Sehne entweder 
fremd oder sie schneiden einander links oder rechts. (Man beachte noch, daß für zwei 
a-Sehnen oder für zwei b-Sehnen der Begriff „links schneiden‘ oder „rechts schneiden“ 
gar nicht erklärt ist.) 

1.2. Macht man durch Adjunktionen der in Nr. 1. 1 beschriebenen Art jede Sehne 
eines SGefl. & zu einer a- oder b- oder a, b-Sehne, so erhält man aus & eine sogenannte 
Punkt*Sehnenfigur, kurz PS-Figur. (Einem vorgegebenen SGefl. ent- 
sprechen also 3” verschiedene PS-Figuren.) 

Auf solche PS-Figuren wird man unmittelbar durch die Definition der (kombina- 
torischen) Mindestordnung, kurz kMO, einer signierten Permutation P =(ö,...ö,) 
geführt®). Es ist dabei zweckmäßig, die der P ein-eindeutig zugeordnete signierte Per- 
mutation P, = (69, 6,...,6„) der Elemente 0,1,...,n zu betrachten, welche aus P 

6) Vgl. a.a. O.), Nr. 1.2. 
?) Vgl.a.a.0.*), Nr. 1.1. 
°%) Vgl.a.a.0.!), Nr. 8.1. 
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durch Hinzufügen von 5, =0 hervorgeht. Der a- bzw. b-Endpunkt von [0, o,] werde 
im folgenden mit 0, bzw. 0, bezeichnet. Nach der für die Bestimmung der kMO von P 
hergeleiteten ‚Regel‘ 3) sind zum Zwecke dieser Bestimmung zunächst einmal zu be- 
trachten 

Systeme (6) von a-Punkten jo,..., Ir mit j,<jr für 00, 0,0 =, ..., r, und 
von b-Punkten &,...,& mit &, <ar, frr<rT,trt=(,...,t; dabei ist 0O<j7,,j,<n; 
<a. <n sowie O<r<n und Oo<!<n 

Ist (&,&1...&.) mit ö, = 0 die reziproke Permutation von (0,0,...0,), so ent- 
spricht also dem eben angegebenen System (6) ein-eindeutig die 

PS-Figur (fo, 0,5... Er, 0), (Ca do = + Cap al; 
dabei verabreden wir noch: Je zwei dieser A-Sehnen sind zu einer 2-Sehne zu ver- 
einigen, wenn sie in der gleichen 2-Sehne enthalten sind; es sind also [7, 0,) und (£, &] dann 
und nur dann zur 2-Sehne [7, &] zu vereinigen, wenn j —£, oder (was das gleiche) o, = a. 

Entsprechend der umkehrbar eindeutigen Zuordnung zwischen den Systemen (6) 
und den PS-Figuren werden wir auch von den in (6) enthaltenen a-Sehnen, a-Punkten , usw. 
sowie umgekehrt von den Gliedern j, & der PS-Figur sprechen. 

1.3. Bei der Bestimmung der kMO von P sind unter den Systemen (6) nur gewisse 
erforderlich. Um diese zu gewinnen, hat man zunächst die in (6) enthaltenen 7, und a, 
auf alle möglichen Weisen in?) einer einzigen Reihe (7) derart anzuordnen, daß dabei die 7, 
unter sich sowie die a, unter sich ‚natürlich‘ (d.h. der Größe nach von links nach rechts 
wachsend) geordnet bleiben, wie dies schon in (6) der Fall ist. Alsdann hat man in jedem 
dieser Systeme (7) nach der ‚Regel‘ gewisse Glieder gegebenenfalls zu streichen (vgl. 
auch weiter unten Nr. 1.4). Die so aus den Systemen (7) erhaltenen (nötigenfalls durch 
Streichen von Gliedern verkürzten) Systeme sollen als reduzierte (kurz: red.) 
Systeme (7) bezeichnet werden. Es entsprechen auf diese Weise jedem System (6) 
endlich viele reduzierte Systeme (7). Lediglich solche reduzierte Systeme (7) sind für die 
Bestimmung der kMO erforderlich. Jedem reduzierten System (7) entspricht aber ein- 
deutig ein System (6), welches genau die gleichen Glieder enthält wie (7). Bezeichnen 
wir daher ein System (6) als reduziert, wenn mindestens eines der, dem 
System (6) gemäß der „Regel“ entsprechenden reduzierten Systeme (7) alle Glieder 
aus (6) enthält, also aus (6) ohne Streichungen gewonnen wird, so folgt: 

Für die Bestimmung der kombinatorischen Mindestordnung sind lediglich reduzierte 
Systeme (6), oder vielmehr nur die aus einem reduzierten System (6) ohne Streichungen 
erhältlichen reduzierten Systeme (T), erforderlich. 

Die einem reduzierten System (6) entsprechende PS-Figur heiße selbst 
reduziert. 

1. 4. Wir geben zunächst eine einfache Kennzeichnung der red. PS-Figuren und 
damit der red. Systeme (6); durch die beim Beweise dieser Kennzeichnung angestellten 
Betrachtungen werden übrigens sämtliche, einem gegebenen red. System (6) entsprechenden 
red. Systeme (T) geliefert werden, welche ohne Streichungen aus (6) entstehen. 

Unter Benutzung der soeben (Nr. 1. 2 und 1. 3) eingeführten Bezeichnungen läßt 
sich diese Kennzeichnung der reduzierten PS-Figuren so aus- 
sprechen: 

Satz. Eine Punkt-Sehnenfigur (und damit das ihr ein-eindeutig entsprechende 
System (6)) ist reduziert dann und nur dann, wenn jede a-Sehne und jede b-Sehne der Figur 
einander nicht links schneiden; insbesondere sind in jeder reduzierten PS-Figur die a, b- 
Sehnen paarweise fremd. 

Beweis. 1.4.1. Die Bedingung ist notwendig. Essei also (6) reduziert und 
(7’) ein zugehöriges red. System (7), welches (genau) sämtliche Glieder von (6) enthält. 
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Es sejen [j 0;) und (£,, a] irgendeine a- und irgendeine b-Sehne aus (6). In (7’) steht 
dann (soweit beide Sehnen verschieden sind, was angenommen wird) entweder (A) j rechts 
von a oder (B) j links von & (denn es müssen ja j sowohl als & beide in (7’) auftreten). 
Da (7’) reduziert sein soll, so muß gemäß der „Regel“ sein: im Falle (A) o,>a, im Falle 
(B) hingegen j <£,. Anders ausgedrückt: Steht « links von j bzw. j links von a im redu- 
zierten System (7'), so steht auf der Zahlgeraden a links von o, bzw. j links von (,. Gemäß 
Nr. 1.1 schneiden also beide Sehnen einander nicht links sowohl im Fall (A) als im 
Fall (B); w. z. z. w. 

1.4.2. Die Bedingung ist hinreichend. Zum Beweise haben wir zu zeigen: 
Schneiden sieh je zwei Sehnen aus (6) nicht links, so kann aus (6) durch passende An- 
ordnung aller in (6) auftretenden 57, und &, mindestens ein (gemäß der „Regel‘) redu- 
ziertes System (7’) erhalten werden, in welchem alle in (6) enthaltenen Glieder 7,, &: 
ebenfalls auftreten. Bei der in Rede stehenden Anordnung muß also insbesondere die 
„natürliche“ Ordnung der j, untereinander sowie die der a, untereinander erhalten bleiben 
(vgl. Nr. 1.3). 

Der Beweis für die Existenz eines solchen red. Systems (7’) kann durch folgende 
Konstruktion erbracht werden. 

1.4. 2.1. Die sämtlichen, in (6) enthaltenen a, b-Sehnen seien s, = [v. a], 

#»—=A,.... k; der Fall, daß überhaupt keine 2-Sehnen in (6) auftreten, wird durch unsere 
Konstruktion miterledigt. Wegen der (aus der Forderung des „Nicht-links-Schneidens“ 
sich ergebenden) Fremdheit der 2-Sehnen in (6) können wir von vornherein annehmen, 
daß 
(F) Y%l%rı und 0,0, sel... „AR. 
Vermöge (F) zerfällt daher die Gesamtheit der in (6) auftretenden a- und 5-Punkte in 
(nicht leere) Systeme S,, u =1,...,m (mit m =k +1 oder?; m = k), welche folgender- 
maßen definiert sind: Enthält (6) Punkte 7 oder a, welche links von einem der Punkte v», 
bzw. o,, liegen, so werden alle solchen j und « in das System S, zusammengefaßt; all- 
gemein gehören dann zu Su =2,..., k, alle!) in (6) enthaltenen, zwischen v,_ı und 
v, bzw. zwischen o,,_, und o,, gelegenen Punkte j bzw. & aus (6), einschließlich v,_ ı 
und o,,_,; und S+ı wird gebildet von den Punkten v,, o,, sowie von allen !°) rechts von 
diesen beiden Punkten gelegenen j und a aus (6). Enthält aber (6) keine Punkte links 
von v, und o, , so ergeben sich nur k Systeme, deren jedes, abgesehen von S,, die zwischen 
den a- und den b-Endpunkten je zweier, unmittelbar benachbarter !!) 2-Sehnen von (6) 
gelegenen!) a- und 5-Punkte aus (6) enthält, sowie die Endpunkte der linken dieser 
beiden 2-Sehnen; hingegen enthält S, die Punkte v,, o,, sowie alle!®) rechts von diesen 
gelegenen a- und b-Punkte aus (6). — Man beachte noch, daß jede 1-Sehne, deren (einer) 
Endpunkt zu S, gehört, rechts liegt von derjenigen 2-Sehne, deren (beide) Endpunkte zu 
S,. gehören (nur im Falle m =k +1 und « =1 ist keine derartige 2-Sehne vorhanden). 
Dies folgt aus der Forderung des ‚‚Nicht-links-Schneidens‘“. 

1.4. 2.2. Die Konstruktion eines Systems (7’) der geforderten Art beginnt mit 
dem (am weitesten rechts gelegenen) System S, (wobei m =k oder m =k +1). Es seien 


(S) Ida... bzw. la... 
die in S„ enthaltenen a- bzw. 5-Punkte (unter Umständen können auch die j, oder die a, 


®) Diese Unterscheidung entspricht den beiden Fällen,daß die Sehne (0, o,) in (6) nicht fehlt oder fehlt. 

10) Soweit solche Punkte in (6) vorhanden sind. Es kann also z. B. ein System S, unter Umständen 
nur die Endpunkte einer einzigen Sehne, nämlich einer 2-Sehne, enthalten. 

11) Zwei 2-Sehnen heißen „unmittelbar benachbart“, wenn ‚zwischen‘ ihnen keine 
andere 2-Schne liegt, wenn es also keine 2-Sehne gibt, welche gleichzeitig rechts von der einen und 
links von der anderen der beiden 2-Sehnen liegt. 
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völlig fehlen; und es kann $ =1 sein oder g =1 oder beides). Wir unterscheiden die 
folgenden vier Fälle (durch welche, wie in Nr. 1. 4. 2. 3 noch gezeigt wird, alle Möglich- 
keiten erschöpft werden): 

A. In (S) treten entweder keine a-Punkte auf oder keine b-Punkte abgesehen von den, 
etwa in (S) enthaltenen, beiden Endpunkten einer 2-Sehne (welche unter den Punkten von 
(S) am weitesten links liegen müssen). 

Fehlen z. B. die 5-Punkte, so wählen®) wir die 7,, 75-1, - . -, 71 in dieser Reihenfolge 
als die, von rechts nach links gerechnet, ersten Glieder des zu konstruierenden Systems (7’). 

B. Es enthält (S) nur zwei Glieder und zwar die Endpunkte einer 2-Sehne. Dann 
wählen?) wir diese beiden Endpunkte, und zwar in beliebiger Reihenfolge, als die, von 
rechts nach links gerechnet, ersten Glieder des zu konstruierenden Systems (7). 

C. Es enthält (S) sowohl a- als b-Punkte, welche Endpunkte von 1-Sehnen sind, und 
unter diesen 1-Sehnen liegt eine rechts von allen übrigen Sehnen, deren Endpunkte in (5) 
vorkommen. Dann wählen?) wir den Endpunkt dieser 1-Sehne als erstes Glied in (7’). 

D. Es enthält (S) sowohl a- als b-Punkte, welche Endpunkte von A-Sehnen sind, und 
unter den a-Punkten sowohl als unter den 5b-Punkten, welche in (S) auftreten, gibt es 
einen am weitesten links gelegenen a-Punkt 7, und einen am weitesten links gelegenen 
b-Punkt a, von folgender Beschaffenheit: Diejenige b-Sehne, deren b-Endpunkt a, ist, 
wird rechts geschnitten von denjenigen a-Sehnen, deren a-Endpunkte 7, und die rechts 
von 75, gelegenen a-Punkte in (S) sind; und entsprechend wird die a-Sehne mit 7, als 
a-Endpunkt rechts geschnitten von denjenigen b-Sehnen, deren b Endpunkte a, und 
die rechts von %, gelegenen b-Punkte in (S) sind. — Als die, von rechts nach links 
gerechnet, ersten Glieder in dem zu konstruierenden System (7’) wählen?) wir jetzt den 
a-Punkt 7, und die rechts von ihm gelegenen a-Punkte in (S), ferner den b-Punkt a, 
und die rechts von ihm gelegenen b-Punkte in (S). Und zwar kann die Anordnung dieser a- 
und b-Punkte untereinander beliebig gewählt werden, selbstverständlich bei Erhaltung der 
natürlichen Reihenfolge der a-Punkte untereinander und der b-Punkte untereinander. 
Übrigens sind ?, und g, beide eindeutig bestimmt. 

Nach Ausführung je einer dieser Konstruktionen A,..., D werden die aus (S) 
entnommenen und in das zu konstruierende System (7’) aufgenommenen a- und b-Punkte 
aus (S) gestrichen; an die Stelle von (S) tritt dann für die weiteren Konstruktionen der 
nach diesen Streichungen noch verbleibende Rest (S’) von (S), soweit (S’) nicht leer 
ist, usw., bis (S), also (S,), erschöpft ist. Alsdann wendet man die gleichen Kon- 
struktionen auf S„_ı an, usw. Dadurch werden nach und nach die sämtlichen Systeme 
SS. a=1,..., m, einbezogen und damit die sämtlichen, in (6) enthaltenen 
Punkte in ein System (7) geordnet. 

1.4.2.3. Es ist jetzt zu zeigen, daß jedes, so erhaltene System (7’) ein System (7’) 
der geforderten Beschaffenheit ist. Zunächst ist festzustellen, daß durch die in Nr. 1.4. 2.2 
aufgezählten Fälle A,...,D alle jeweils möglichen Fälle wirklich erschöpft werden; 
dies folgt aber aus der nach Voraussetzung für (6) erfüllten Bedingung des ‚‚Nicht-links- 
Schneidens‘‘ sowie aus der Definition der S,. Ferner ist der nach Ausführung je einer 
der Konstruktionen A,..., D jeweils vorliegende Teil von (7’’) stets reduziert; denn die 
Konstruktionen sind so gewählt, daß bei Anwendung der „Regel‘‘ auf den jeweils vor- 
liegenden Teil von (7”) nichts mehr zu streichen ist. Somit ist auch (7”) reduziert. Da 
in (7”) alle Punkte von (6) enthalten sind, ist die Behauptung (Nr. 1. 4. 2) bewiesen. 

1. Zusatz. Aus dem Satze der Nr. 1.4 folgt noch, daß jede in einer reduzierten 
PS-Figur enthaltene PS-Figur selbst reduziert ist. 

2. Zusatz. Durch die in Nr. 1. 4. 2. 1 und 1. 4. 2. 2 angegebene Konstruktion 
werden überhaupt alle reduzierten Systeme (7) geliefert, welche sämtliche Glieder eines 
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vorgegebenen reduzierten Systems (6) enthalten. Ausführlicher: Alle die eben genannten 
Systeme (7) unterscheiden sich untereinander nur durch diejenigen verschiedenen An- 
ordnungen der Glieder von (6), welche bei den einzelnen Konstruktionsschritten A,..., D 
(Nr. 1.4. 2. 2) jeweils als willkürlich angegeben werden. Die zwischen je zwei unmittelbar 
benachbarten 4) 2-Sehnen gelegenen, zu einem der Systeme S, gehörigen Punkte 
zerfallen also in wohlbestimmte Teilsysteme von solchen a- und b-Punkten, welche in 
(6) unmittelbar aufeinanderfolgen; ‚und bei beliebiger!?) Anordnung der a- und 5-Punkte 
innerhalb eines jeden dieser Teilsysteme ergibt sich ein reduziertes System (7). Eine dar- 
über hinausgehende Willkür in der Anordnung der a- und b-Punkte eines reduzierten Sy- 
stems (6) zu einem, alle diese Punkte enthaltenden reduzierten System (7) ist nicht möglich. 

1.5. Zufolge der in Nr. 1.4 angegebenen Kennzeichnung der reduzierten Systeme (6) 
bzw. der reduzierten PS-Figuren bilden die 2-Sehnen einer jeden reduzierten PS-Figur 
eine Sehnenfolge®%) (abgekürzt: SF). Umgekehrt gibt es zu beliebig vor- 
gegebener SF eine reduzierte PS-Figur. Genauer: 

Satz. Es sei P, = (0,0,.:.0,) eine beliebig vorgegebene Permutation mit o, = 
und & = © (P,) das zugehörige Sehnengeflzcht. Ferner sei ® eine beliebige Sehnenfolge aus ©. 
Dann existieren reduzierte Punkt-Sehnenfiguren % derart, daß die Folge der 2-Sehnen 
von % mit ® übereinstimmt und daß in 5 alle übrigen Sehnen aus © als 1-Sehnen ent- 
halten sind. 

Beweis. I. Es seien s,,...,$s, die Sehnen von ®. Die Konstruktion einer redu- 
zierten SF-Figur der behaupteten Beschaffenheit kann so erfolgen: Wir ergänzen ® zu 
einer „größten“, in & enthaltenen SF f,,..., f, wobei f, links von f.+ı liegen soll, 
t=1,...,2—1; d.h. es sollen die s,, ..., s, sämtlich unter den f, enthalten sein, ferner soll 
jede, von allen f, verschiedene Sehne aus & von mindestens einer der f, geschnitten werden 
und schließlich soll f, =(0,0,) sein. Wir „markieren“ jetzt jede f, = (v., o,,), soweit 
sie mit einer der s,,...,s, zusammenfällt, als 2-Sehne, andernfalls (etwa) als a-Sehne, 
t=1,...,t. Die übrigen (von allen f, verschiedenen) Sehnen aus & zerfallen in # Systeme 
5, von folgender Art: S, enthält alle und nur diejenigen unter diesen Sehnen, welche 
rechts von f,liegen und nicht zugleich rechts von f,+1,7=1,...,2?—1, bzw. welche 
rechts von f, liegen (soweit Sehnen der letzteren Art überhaupt vorhanden sind); es 
kann also S, auch leer sein. Wir markieren nun die Sehnen aus S, (soweit S, nicht leer 
ist) sämtlich (etwa) als a-Sehnen. Ist ferner s = (w, 0,) in S, enthalten, r=1,.. .,t—1, 
so werde s als a- bzw. als b-Sehne markiert, je nachdem v,<u<v.+ ı bzw. o,, <@, O4] 
(die beiden Fälle schließen sich gegenseitig aus, weil s zu f, fremd sein und von fı+ | 
geschnitten werden muß). Damit sind alle Sehnen von & markiert und es ist eine, alle 
Sehnen von ® enthaltende PS-Figur % gewonnen. 

Il. Zu zeigen ist noch, daß % reduziert ist. In der Tat: Es seien s’ = (j, o,) und 
s’ = ((,, a) irgend zwei Sehnen aus &. Sind s’ und s’’ fremd oder sind beide als a-Sehnen 
markiert oder beide als 5-Sehnen!), so schneiden beide einander nicht links. Es sei also 
s’ als a-Sehne markiert und s’’ als 5-Sehne), in Zeichen s =[j,0,) und s’ =((£,, a]; 
und es seien s’,s” nicht fremd, sodaß höchstens eine von beiden eine 2-Sehne f, sein 
kann. Ist nun s’ = f, oder s”’ = f,, so muß s’’ bzw. s’ (weil nicht fremd zu s’ bzw. zu s”) 
zu einem S, gehören mit e<T und es ist folglich « <o; bzw. j<£,. Ist aber weder s’ noch s” 
eine 2-Sehne, gehört ferner s’ zu S, und s’’ zu S, (mit u <v oder u)»), so gilt wieder I<% 
oder &<a,. In jedem Falle schneiden also s’, s’’ einander nicht links; w. z. z. w. 


2) Bis auf die stets festzuhaltende, natürliche Anordnung der a-Punkte untereinander und der b- 
Punkte untereinander. 

13) d.h. eine Folge paarweise fremder Sehnen (vgl. auch a.a.0O.*), Nr. 1,3. 1). 

14) Ist s’ oder s’’ eine 2-Sehne, so hat man diese als a- oder als b-Sehne aufz fassen, je nachdem die 
andere Sehne eine b- bzw. eine a-Sehne ist. Vgl. auch oben im Text Nr. !.1. 
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$2. Bestimmung der kombinatorischen Mindestordnung. 


2.1. Mit Hilfe der reduzierten PS-Figuren und ihrer Kennzeichnung (Nr. 1. 4) 
bzw. ihrer Zerlegung in Systeme S, (Nr. 1. 4. 2. 1) läßt sich jetzt zeigen: 

Satz. Die um n verminderte kombinatorische Mindestordnung einer signierten Per- 
mutation P ist gleich der Länge (der charakteristischen Büschelfolge)>) von P. 

Der Beweis dieses Satzes soll in den folgenden Nummern dieses Paragraphen ge- 
führt werden. 

2. 2. Wir erinnern zunächst an die Definition de kombinatorischen 
Mindestordnung (kMO). Es sei P, = (6,ö,...ö,), &, =0 (vgl. Nr. 1. 2), und 
sign (ö,)= sign (0) =-+1. Durch ein zu P, = (0,0, ...0,) gehöriges, reduziertes System 


(7) wird dann eine gewisse Anzahl Nullstellen der beiden Gleichungen Fa, h}(t) = 0 


‚=0 


und 2b, A, ()=0 mit b, = sign (£) -a:, bestimmt, indem man die in (7) enthaltenen 


v=( 


Glieder sämtlich zu „Übergewichtsgliedern‘‘"5) macht und alsdann die Vorzeichen. der 
a, und damit also der 5, so wählt, daß die Gesamtzahl der (Vorzeichen-)Wechsel in der 
Reihe der Übergewichtsglieder unter den a, bzw. b, zusammengenommen möglichst 
groß wird; die Gesamtzahl dieser Wechsel ist gleich der Anzahl der in Rede stehenden 
Nullstellen), welche wir der Kürze halber as Übergewichtsnullstellen 
bezeichnen. Die größte Anzahl von Übergewichtsnullstellen, welche bei der Durch- 
musterung aller, zu P gehörigen reduzierten Systeme (7) gefunden wird, ist die kMO 
von P. ä 

2.3. Wir zeigen jetzt, daß die kMO von P durch Betrachtung lediglich aller redu- 
zierten, zu P bzw. P, gehörigen Systeme (6) erhalten wird. Dazu genügt gemäß 
Nr.2. 2 die folgende (in Nr. 2. 3. 1 ff zu begründende) Feststellung: Alle reduzierten 
Systeme (7), welche die nämlichen Glieder enthalten wie ein vorgelegtes reduziertes 
System (6), liefern die gleichen Übergewichtsglieder und dazu die gleiche Anzahl von 
Vorzeichenwechseln, also die gleiche Höchstzahl von Übergewichtsnullstellen. 

Im Hinblick auf diese Feststellung werden wir auch vonden durch ein redu- 
ziertes System (6) gelieferten Übergewichtsgliedern, Übergewichtsnull- 
stellen, (Vorzeichen-)Wechseln usw. sprechen. 

2.3.1. Beim Beweise der in Nr. 2. 3 behaupteten Feststellung können wir o. B. d. A. 
voraussetzen, daß die Glieder 0 und o, (=) allen fortan zu be- 
trachtenden Systemen (7) bzw. (6) angehören. Denn einerseits 
können diese Glieder (0 und o,) stets zu Übergewichtsgliedern gemacht werden»); 
andererseits bleibt (7) bei Hinzufügen dieser beiden Glieder reduziert und es wird die 
Anzahl der durch (7) gelieferten Vorzeichenwechsel nicht erniedrigt. 

Die Anzahl der mit Hilfe von (7) konstruierbaren Übergewichtsglieder ist!5) gleich 
der Gliederzahl von (7), also auch von (6), wenn (7) bzw. (6) reduziert ist. Wir haben daher 
nur noch die maximale Anzahl der in der Reihe dieser Übergewichtsglieder möglichen Vor- 
zeichenwechsel als (im Sinne von Nr. 2. 3) nur von (6), nicht von (7), abhängig nachzuweisen. 

Bei diesem (in Nr. 2. 3. 2 zu leistenden) Nachweise bedienen wir uns der ein-ein- 
deutigen Darstellung reduzierter Systeme (6) durch red. PS-Figuren % sowie der (in 
Nr.1. 4 gegebenen) Kennzeichnung der reduzierten PS-Figuren. Zu diesem Zweck 
bilden wir zu $die signierte PS-Figur %, indem wir dem a-Punkt j von % ein 
Vorzeichen zuordnen, nämlich das Vorzeichen von a, und ebenso dem b-Punkt & von 
5 das Vorzeichen von d,. Dabei ist gemäß früherer Festsetzung '®) 


S 


15) Vgl. a.a. O.!), Nr. 2.2 und 2.7. 
16) Vgl. a.a. O.!), Nr. 2.5.1. 
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b,=sign (ö;) a, , j=0, 1,.., 

b, = sign (&)"ar,, a0, 1,..., 
Entsprechend der Einführung von % bedienen wir uns im folgenden der Redeweisen 
„die durch % gelieferten Übergewichtsnullstelen“ usw. 

2.3.2. Die gesuchte Höchstzahl der Vorzeichenwechsel läßt sich aus $ entnehmen 
wie folgt: Es seien wieder S, die in Nr. 1. 4.2.1 eingeführten Systeme der durch die End- 
punkte je zweier unmittelbar benachbarter 2-Sehnen von % bzw. 3 begrenzten a- und 
b-Punkte aus (6) bzw. % bzw. %; insbesondere sind also der in S, unter den a-Punkten 
bzw. unter den b-Punkten am weitesten links gelegene a-Punkt und 5-Punkt die End- 
punkte einer 2-Sehne s, = [v,, o,,], u=1,..., Mm, wobei s,=[0, o,]. Ferner sei C, die 
Anzahl der zu S, gehörigen Endpunkte von 1-Sehnen. 

Wir bemerken jetzt: Die Vorzeichen der Übergewichtsglieder, welche den a-End- 
punkten und den 5b-Endpunkten der in S, etwa vorhandenen 1-Sehnen entsprechen, 
sind willkürlich wählbar, unabhängig voneinander und von den Vorzeichen derjenigen 
Übergewichtsglieder, welche den in S, enthaltenen Endpunkten der 2-Sehne s, ent- 
sprechen. Daher kann man stets erreichen, daß dem S, jedenfalls C, (aber nicht mehr) 
Vorzeichenwechsel entsprechen in der Reihe der a- und der b-Punkte von S, zusammen, 
gleichgültig wie die Vorzeichen für die Endpunkte von s, festgelegt werden. Gemäß (V) 
sind aber die Vorzeichen der Endpunkte der 2-Sehne s, voneinander abhängig. 

Wir setzen '”) 

m=1 und „=(26)'(lo,|+%,) fü 2sSusm, d.h. 

m=1 oder „=0 je nachdem 20 oder 9,<0, r=1,...,m, 
je nachdem also beide Endpunkte gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. 
Nun denken wir uns das Vorzeichen etwa des a-Endpunktes der 2-Sehne s, beliebig fest- 
gelegt und damit auch das Vorzeichen des b-Endpunktes von s,; alsdann wählen wir die 
Vorzeiehen der übrigen, zu S, gehörigen a- und 5-Punkte derart, daß die a-Punkte und 
die 5-Punkte von S, zusammen C,„ Zeichenwechsel liefern. Dann hat der in S, am wei- 
testen rechts stehende a-Punkt gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen wie der in S, 
am weitesten rechts stehende 5-Punkt, je nachdem C, +, =1 (mod 2) oder = 0 (mod 2) 
ist. 

Durch die soeben angegebene Wahl der Vorzeichen der in S, enthaltenen Punkte 
sind sozusagen „die Vorzeichen von S, nach rechts und nach links hin‘ festgelegt (nämlich 
die Vorzeichen der am weitesten rechts und links gelegenen a- sowohl als 5-Punkte von 
5,.); und zwar festgelegt durch Wahl des Vorzeichens des a-Endpunktes der zu S, ge- 
hörigen 2-Sehne s,. Dementsprechend werden wir dieses letztgenannte Vorzeichen zur 
Abkürzung auch als Vorzeichen von S, bezeichnen. 

Die vorstehenden Bemerkungen lassen sich nun so zusammenfassen: 

Beim Übergang von S, zum rechts benachbarten System S„+1 lassen sich, bei gege- 
benem Vorzeichen von S,, durch passende Wahl des Vorzeichens von S„+ ı erzielen: Genau 
(aber nicht. mehr als) . 

(WW) zwei = Nu+1 
.  Vorzeichenwechsel, wenn C, +, (mod 2). 
(WW) ein =1+NHı 

2. 3. 2. 1. Daraus folgt die in Nr.2. 3 aufgestellte Behauptung, derzufolge die 
maximale Zahl der Vorzeichenwechsel bei gegebenem (reduziertem) System (6) von (7) 
nicht abhängt. Um das einzusehen, bezeichnen wir mit w,(%) die Anzahl derjenigen 
Indizes u aus der Reihe 4,.. .,*, für welche (W®) gilt («=1,..., m—1), ferner mit S (F) 

17) Vgl.a.a. 0.%), Nr. 2.2. Im Ausdruck für n, steht dort linker Hand v statt „ und rechter Hand 
a statt v„. 





Haupt, Über die kombinatorische Mindestordnung signierter Permutationen. 229 


die Anzahl aller Sehnen von 5, also einschließlich s, =[0,, 0], und schließlich mit 
N($) die Höchstzahl der von $ gelieferten Übergewichtsnullstellen. Dann gilt 
(N) ü N) =S()—1+wn-1(8). 

2.3.3. Um nun schließlich den in Nr. 2. 1 aufgestellten Satz zu beweisen, haben 
wir das Maximum von N (%) zu bestimmen, genommen für alle, einer gegebenen P bzw. P, 
zugehörigen, also aus & (P,) gebildeten %. Zum Zwecke dieser Bestimmung berechnen 
wir zunächst w,(%). Durch Summation der (C,-+,) erhalten wir unter Rücksicht 
auf (W%), j=1,2, und auf ,=1 


(W@) 2.5) Mm +1 +% + La), wobei LH) = FC, x=1,..„m—1. 
F vu=1 


Hier lassen sich nun die Summanden (1 +x) und ZL,($) folgendermaßen deuten. Es 
ist (1 4x) die Anzahl aller nicht rechts von s,.ı ı gelegenen 2-Sehnen aus $ (wobei S, 
und s4+ ı selbst eingerechnet sind). Ferner ist L,(#) die Anzahl aller derjenigen 1-Sehnen 
aus 5, welche (mindestens) einen Endpunkt links von den Endpunkten der s.+ ı be- 
sitzen. Daher ist (1 +x-+ L,($)) für 1 <x <m —1 gleich der Gesamtzahl T (+1; 5) 
derin $ nicht rechts von 5+ı gelegenen Sehnen (einschließlich s,). 
Somit läßt sich (W®) so . 


(W) w.(F) = (Se + 15 5) —1 = N«+1 +T (+1; d. 


Gemäß der Definition von w,(%) ist nun w,($) =1-+ w._ı($) für 1 <x <m —1 dann und 
nur dann, wenn (W%) beim Übergang von S, zu S,+ gilt; dabei wird w, (5) —0 
gesetzt. Folglich ist T’ (+1; 9) = T (x; $) +1 gleichbedeutend mit der Gültigkeit von 
(W9), #=1,..., m—1; wegen n, =1 und T(s;: $) —4 ist dabei T’(s,; H)=1. 
Daher ist Wm—ı (3) gleich der Länge der löngsten alte nierenden, in der Folge der 2-Sehnen 
Syy..., Sm von % enthaltenen Sehnenfolge '®). 

2. 3.3. . Aus den Bemerkungen in Nr. 2. 3. 3 ergibt sich jetzt die in Nr. 2. 1 auf- 
gestellte Behauptung, nämlich: 

Die RMO von Pist (n-+L(P)), wenn L(P)die Länge von P bezeichnet (P =(ö,...6,)). 

Beweis. Statt ? betrachten wir zunächst wieder ?, = (6,6,...6,) mit ö,—0. 
Gemäß Nr. 1.5 gibt es eine signierte PS-Figur , derart, daß genau sämtliche Sehnen 
aus 6,= & (D,) zu F gehören und daß in der Folge der 2-Sehnen von %, eine alternierende 
Sehnenfolge (SF) aus 6, enthalten ist, welche die maximale Länge Z, besitzt unter allen, 
in &, enthaltenen alternierenden SF mit s, =(0,0,) als am weitesten links gelegener 
Sehne. Für eine solche $, ist nun S(%,) =" +1 und dies ist zugleich das Maximum von 
S($) für alle $ € &,, d.h. für > aus (lauter) Sehnen von ®, gebildeten signierten 
PS- -Figuren 3. Ferner ist w„n_1(&0) = Lo—1 (vgl. Nr.2.3.3) das Maximum der Un _1($) 
für alle $ € 6, (wobei übrigens m von £- abhängt). Somit muß 


N ($) = um S($0) + 0n-ı (80) —1 
das Maximum von N (%) sein genommen für alle $€ &,. Gemäß der Definition 
der kMO M von ? ist schließlich M= = N(#) genommen für alle $ € &,. Somit 
ist M = N(%,). Andrerseits ist N ($ 9) = =(n +1) +Z,-1)—1=n+L,—1und es ist 
(L,—1) gleich der Länge L(P) von Dan. Folglich gitt M=n-+LıP), w. z. z. w. 
Zusatz. Die Längen aller ? fürn =2 und n» =3 sind früher!) angegeben worden. 


8) Vgl. Fußnote 1%), sowie a. a. O.*), Nr. 2.2.1 und Nr. 2,6. 
1%) Vgl. a.a. O.®), Nr. 4.6. 


Eingegangen 6. Dezember 1943. 





Über die Bewegunssgruppe der ebenen elliptischen Geometrie. 
Von Arnold Schmidt in Göttingen. !) 


$ 1. Einführung und Übersicht. 


Bei der Begründung der ebenen Geometrie hat sich die aus den Spiegelungen er- . 


zeugte Bewegungsgruppe mehr und mehr in den Vordergrund geschoben ?). Das Operieren 
mit dieser Gruppe erkauft allerdings seine große Handlichkeit mit einem gewissen Nach- 
teile: der Schnitt zweier Geraden und entsprechend die Verbindung zweier Punkte werden 
ziemlich indirekt gekennzeichnet, so daß die Sätze und Beweise, die vom Schneiden und 
Verbinden handeln, sich ein wenig schwerfällig gestalten. Diesem Mangel wird man da- 
durch abzuhelfen versuchen, daß man neben den Grundbegriffen der Spiegelungsg ruppe 
auch den Schnitt zweier Geraden als selbständigen Grundbegriff heranzieht. 

Die einzige metrische Geometrie, die den projektiven Verknüpfungen genügt, ist 
die volle elliptische Geometrie; da also bei ihr die Nebenanforderung der projektiven 
Erweiterung entfällt, ist sie geeignet, den Kern der eigentlichen Begründungsaufgabe 
herauszuschälen. Das bei einer Spiegelung der elliptischen Geometrie festbleibende 
polare Gerade-Punkt-Paar heiße kurz ihr Fixelement; unter dem „Schnitt‘-Element 
zweier Fixelemente wird man dasjenige polare Gerade-Punkt-Paar zu verstehen haben, 
dessen Punkt der Schnittpunkt der betreffenden Fixgeraden (und dessen Gerade mithin 
das gemeinsame Lot dieser Geraden und die Verbindung ihrer Pole) ist. Die Inzidenz 
zweier Fixelemente ist gleichbedeutend damit, daß das Produkt der zugehörigen Spiege- 
lungen wieder eine Spiegelung ist. — Es zeigt sich nun, daß man beim Operieren mit 
Spiegelungen (nebst ihren Fixelementen), ihren Verknüpfungen und den Schnittele- 
menten allein mit überraschend geringen Grundforderungen auskommt, nämlich mit den 
Axiomen: . 

1. Das Produkt dreier verschiedener Spiegelungen ist dann und nur dann eine 
Spiegelung, wenn das Fixelement der letzten durch den Schnitt der Fixelemente der beiden 
anderen geht. 

2. („Schnittaxiom‘“.) Ein Fixelement, das mit zwei verschiedenen Fixelementen 
inzidiert, ist ihr Schnitt. 

Diese Forderungen genügen, um die Eigenschaften der Bewegungsgruppe zu ent- 
wickeln, und da solche Eigenschaften ja gestatten, die ebene elliptische Geometrie ohne 


Benutzung von Stetigkeits- oder Anordnungsannahmen — und ohne irgendwelche Kon- 


gruenzannahmen, die über das bloße Spiegeln hinausgehen ?) — zu begründen, reichen 
die genannten beiden Axiome zum Aufbau der ellidtischen Geometrie aus. 


1) Das Manuskript dieser Arbeit wurde im wesentlichen im Jahre 1943 fertiggestellt. 

2) Von den verschiedenen Arbaiten, die in die genannte Richtung weisen, sei hier eine Begründung 
der elliptischen Geometrie angeführt: Podehl und Reidemeister, Hamburger Abhandl. 10 (1934) ab S. 231. 

3) Betreffs dieser letzten Forderung vgl. man meine Arbeit: Die Dualität von Inzidenz und Senkrecht- 
stehen in der absoluten Geometrie. Math. Ann. 118 (1943) ab S. 609. 





schen 
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Im folgenden wird an Hand einer konstruktiv verfolgbaren Interpretation ein pro- 
jektiver Raum erhalten, der sich gemäß dem Charakter der zugrunde liegenden Gruppe 
als Bewegungsraum seiner Einheitsebene darstellt. Dieser Umstand erlaubt den Pappus- 
Pascalschen Satz in der Einheitsebene auf übliche, direkte Weise herzuleiten, womit sie 
bekanntlich algebraisierbar wird ®). 

Ein Bereich von Elementen, in dem zwei Verknüpfungen erklärt sind, die (als 
Produkt- und Schnittbildung angesehen) den beiden genannten Axiomen genügen, heiße 
kurz eine „Inzidenzgruppe‘“. Die Inzidenzgruppe führt rein strukturell betrachtet fast 
zwangsläufig auf eine Verallgemeinerung ihrer zweiten Verknüpfung und eine entspre- 
chende Erweiterung des Schnittaxioms, und gerade diese Erweiterung ist es, die bei der 
geometrischen Deutung den wichtigsten Schritt zur Erlangung eines Prcjektiven Raumes 
bildet ®). Dieser Einklang wie überhaupt die Art des Operierens mit der Inzidenzgruppe 
legen die Auffassung nahe, daß in der Inzidenzgruppe vielleicht eine Möglichkeit vorliege, 
den Leibnizschen Plan einer unmittelbaren und handlichen Rechnung mit den geometri- 
schen Grundelementen durchzuführen. (Von der Zielsetzung eines entscheidungsdefiniten 
Kalküls ist hier bewußt abgesehen worden, da die Struktur geometrischer Gruppen 
m. E. überhaupt einer solehen Anforderung kaum Genüge tun dürfte.) 

Wie in anderen Gebieten der Ring, der Körper, der Verband, die Gruppe mit Ope- 
ratoren u. a. erweist sich somit auch in der unmittelbaren Behandlung der Geometrie ein 
Feld zweier Verknüpfungen alsdas übersichtlichste Mittel zurstrukturellen Untermauerung. 

Der oben erwähnte Raum bietet sieh bei Ausgang von der reinen Inzidenzgruppe 
übrigens zunächst bloß als irgendein projektiver Raum dar, und erst nachdem danach 
die Elemente der Gruppe als polare Gerade-Punkt-Paare seiner Einheitsebene interpre- 
tiert sind, wird er zum Bewegungsraum. 


*) In der so entwickelten elliptischen Geometrie lassen sich ohne Schwierigkeit auch diejenigen Sätze 
als gültig nachweisen, die ich in der in Aum.? zitierten Arbeit (auf S. 613) als Axiome der elliptischen Geo- 
metrieangab und von denen aus sich der hier im Text durchgeführte Beweis des Pappus-Pascalschen Satzes 
ebenfalls führen ließe (vgl. den S:hluß von $ 7). Die bstreffenden Sätzs stellten die ‚‚elliptische Zusammen- 
fassung“ von sechs Axiomsnpaaren der absoluten Geometrie dar (der Ausdruck ‚‚absolut“ ist dabei in dem 
weitenSinne verstanden, der neben dem hyperbolischen, dem euklidischen und den gemischten Fällen auch 
den vollelliptischen Fall mitumfaßt). 

Zum Vergleich mit dem oben im Text gegebenen Axiomensystem der elliptischen Geometrie sei jenes 
Axiomensystem der absoluten Geometrie hier in einer analogen Fassung angeführt (wobei kurz vom 
„Produkt zweier Garaden“ statt vom Produkt der Spiegelungen, deren Achsen diese Geraden sind, geredet 
werden möge). Die Inzidenz von Punkt und Gsrade und das Sankrechtstehen zweier Geraden sind (analog 
einer oben im Text gegebenen D>utung) durch Ordnung 2 des Produktes festgelegt. In dem daraus entflie- 
ßenden erweiterten Sinne sind die Axiome einander paarweise dual. [Anmerkung bei der Korrektur. Eir 
Axiomepaar, das in meiner durch Anm. 2 zitierten Arbeit noch eingefügt war und das nach einer Mittei- 
lung, die ich Herrn F. Bachmann verdanke, ableitbar wird, ist hier weggelassen; die Axiome 2a, 3b, die 
ebenfalls als abhängig erkennbar sind, dienen der Hervorhebung der Dualität.] — Den Axiomen liegen die 
Voraussetzungen zugrunde, daß es Punkte gibt, daß die Punkte und Geraden (d.h. eben: die zugehörigen 
Spiegelungen) assoziativ verknüpfbar sind und daß sie von der Ordnung 2 sind, 

la,b. Zueinem Punkt P und einem Punkt X (bzw.: einer Geraden x) gibt es eine Gerade, die mit P 
inzident und mit X inzident (auf z senkrecht) ist. —2a,b. Das Produkt einer Geraden und eines mit ihr 
inzidenten Punktes (einer auf ihr senkrechten Geraden) ist eineGerade (ein Punkt). —3a, b. Wenn der Punkt P 
mit zwei verschiedenen Geraden inzident und der Punkt X mit diesen Geraden inzident (die Gerade x auf 
ihnen senkrecht) ist, so ist P mit X identisch (der Pol von x). — 4a, b. DasProdukt dreier mit einem Punkt 
inzidenten (auf einer Geraden senkrechten) Geraden ist eine Gerade. — 5a,b. Zu einem Punkt (einer Ge- 
raden) gibt es eine nicht zu ihm polare und nicht mit ihm inzidente (nicht mit ihr identische und nicht auf 
ihr senkrechte) Gerade. 

5) Auf eine systematische Darstellung der für die Inzidenzgruppe maßgebenden Gesetzmäßigkeiten 
wird in dieser Arbeit verzichtet; vielmehr werden hier nur diejenigen der z. T. rechteigenartigenelementaren 
Gesetz> angeführt, die — wie die Erweiterungen des Schnittaxioms — unmittelbar zur Lösung der geometri- 
schen Begründungsaufgabe beitragen. 
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$ 2. Definition der Inzidenz; vrpe. 

Es sei eine aus ihren involutorischen Elementen (Ordnung 2) oder, wie hier kurz 
gesagt sei, aus ihren „‚einfachen‘‘ Elementen erzeugbare nichtabelsche Gruppe betrachtet. 
(Die Existenz der Inversen ist übrigens offenbar für eine solche Gruppe abhängig, und 
weiter folgt unmittelbar, daß es nichteinfache Elemente£1 gibt. — Um triviale Fälle 
auszuschließen, mag etwa noch gefordert werden, daß es zu jedem einfachen Element a 
ein einfaches Element ba gebe, für das ab nicht einfach ist. Doch werden wir von 
dieser Forderung im folgenden keinen Gebrauch zu machen haben. 

Zwei verschiedene einfache Elemente a#b seien stets einer zweiten Verknüpfung 
x fähig, die kommutativ (nicht allgemein assoziativ) sein soll, und zwar soll hierbei a xb 
eindeutig bestimmt und einfach sein. Die beiden Verknüpfungen - und X seien durch zwei 
Axiome verbunden, dieman alseine Art erweiterterdefinierender Relationen auffassen mag: 

Axiom 1. Ist — für die einfachen Elemente a, b, c, wo a#b ist — das Produkt ebe 
einfach, so auch (aXb)c, und umgekehrt. 

Axiom 2. („Sehnittaxiom‘“.) Sind — für die einfachen Elemente a,b,c, wo ab 
ist — die Produkte ac und bc einfach, so ist c=axb. 

Eine solche Gruppe möge ‚„‚Inzidenzgruppe‘‘ heißen. 





Es sei hervorgehoben, daß die Verknüpfung X in axiomatischer Ökonomie nur für 
einfache Elemente, und zwar zunächst für verschiedene, eingeführt ist. Diese enge Basis 
wird jedoch ermöglichen, durch naheliegende Definitionen das Kreuzprodukt für beliebige 
Elemente zu erklären, wobei eine zugehörige Erweiterung des Schnittaxioms beweisbar 


werden wird. 
Kleine lateinische Buchstaben sollen im folgenden stets einfache (involutorische) 


Elemente mitteilen, griechische Buchstaben beliebige Elemente. (a x ß)xX y wird durch 
x xß xy abgekürzt. 

Daß ein Produkt aß einfach ist, werde auch durch & | ß ausgedrückt. Die Axiome 
nehmen dann die Gestalt an: 

Axiom 1. Für a#b ist mit ab | c auch axXb | c und umgekehrt. 

Axıom 2. Für a#b ist mit a| c, b_| c, stets ax b=c. 


$ 3. Erweiterung der Operation X und Zusätze. 

Vorab seien die am häufigsten benutzten trivialen Grundeigenschaften der Relation 

| aufgeführt: 
& | ß ist gleichbedeutend mit ß | a, 
& | ß ist gleichbedeutend mit a! | 1, 
&ß | y ist gleichbedeutend mit & | ßy. 

wefinition I. Das Zeichen a x a möge für jedes einfache Element stehen, dessen 
Produkt mit a wiederum einfach ist: 

„ce ist ein axX a“ heißt „ca ist einfach“ (c | a). 

Diese an sich nicht notwendige Festsetzung erweist sich als nützlich zu übersicht- 
licher Deduktion. 

4. — Spezialfall von Ax. 1: alaxb, b|axb. Dies folgt für ab aus Ax. 1, für 
a=b aus Def. I. — (Im folgenden wird diese Eigenschaft ständig ohne besondere Rück- 
verweisung benutzt werden.) 

Zusatz zu Def. I. Das einfache Element ax ist für beliebige a, b erklärt und nur 
bei a = b mehrdeutig. 

Zum Beweise braucht nur gezeigt zu werden, daß ax. stets erklärt ist. Zu a gibt 
es da, da sonst alle Elemente einfach wären. Wegen a|axdist axd ein axa. 
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(Im folgenden wird vielfach an Stelle einer zunächst in Betracht kommenden 
Gleichheit „ce = a x b‘ die vorsichtigere Ausdrucksweise ‚‚c ist ein a X b‘ gebraucht 
werden; sie soll sich stets lediglich auf die Möglichkeit a = b, für die a x b mehrdeutig 
wird, beziehen. — Ein Zeichen a X a wird in einem Zusammenhange im allgemeinen 
in gleichbleibender Fixierung zu verstehen sein; Abweichungen werden besonders an- 
gemerkt werden.) 

2.— Die Umkehrung des Ax. 1 gilt ohne die Bedingung a #5, d.h. mit axb | c 
ist stets ab | c. — Das Ax. 2 gilt ohne die Bedingung a #b in folgender Gestalt: Bei 
alc,b|eistcenaxb. 

3. — Satz. Jedes Element ist gewöhnliches Produkt aus zwei einfachen Elementen. 

Beweis. Gegeben sei ein Produkt & aus n einfachen Elementen. 

Faln=0. 1=aa. 

Faln=]Il. a=a(a Xa)-(axa). 

Fall n= 2. trivial. 

Falln=3. & = abc. (Dieser Fall schließt den Fall a» =1 nochmals ein.) Mit axb 
Laxbx c ist nach Ax.1 (in der erweiterten Fassung des Abs.2) ab | axbxe, 
d.h. ab(axbx.c) ist einfach. Da auch (a xb5b xc)c einfach ist, genügt die Dar- 
stellung a =ab(a xbxXc)-(axbxXoe)e. 

Für beliebiges n läßt sich nun induktiv schließen. 

4. — Beiab=cd,a#zbitaxb=cxd. 

Beweis. Mitab | distnach Ax. 1axb | d, ebenso ist mit ba | cauchbxXa| cc. 
Außerdem weiß man c#d. Nun Ax.2. 

Definition II. Da jedes von 1 verschiedene Element nach 3. als gewöhnliches Pro- 
dukt aus zwei verschiedenen einfachen Elementen darstellbar ist, wobei das Kreuzprodukt 
der Faktoren nach A. von der Wahl der Darstellung unabhängig ist, erhält man zu einem 
von 1 verschiedenen Element & genau ein zugeordnetes einfaches Element a x 5 für 
«= ab, das mit & bezeichnet sei. — Außerdem soll jedes beliebige einfache Element als 
ein 1 angesehen werden. 

Das einfache Element & ist für beliebiges« erklärt und nur im Falle « =1 mehrdeutig. 

Nach Einführung des Symbols - braucht im folgenden auf die Zerlegung 3. nicht 
mehr explizite zurückgegriffen zu werden. 

5. — Für x #1 ist & = a" (allgemein: bei beliebigem « gibt es zu jedem & ein 
— A). 

6. — Ein einfaches ab ist gleich a x b. 

Dies folgt wegen a | ab, b | ab aus Ax.2. 

1.— a=a. 

Beweis. Wegen a=a(aXa):(axXa) ist nach 6. a=al(axXa) X(axXa). Nun 
Def. 11. ’ 

8. — Umformung des Ax. 1. Mit c | a ist für ein & auch c | %&, und umgekehrt. 

Beweis. Im Falle a =1 reicht % =c x c (Def. II) au. Bia #lita=axb 
mit x = ab (Def. II). Nun Ax.1. 

Definition III. Für irgendwelche Elemente a, ß sei 

axßB=axß. 

Mit der ursprünglichen Verwendung des Kreuzprodukts für einfache Faktoren steht 
diese Definition gemäß 7. in Einklang. Die Kreuzproduktbildung ist kommutativ. 

Das einfache Element & X ß ist nunmehr für beliebige «, ß erklärt und nur dann 
mehrdeutig, wenn es « = ß gibt. — Man erkennt insbesondere bei Heranziehung der 
Def. I und II unmittelbar: « X 4 bzw. 1 x a (wo a #1) steht für jedes einfache c mit 
c | a;1%x1 steht für jedes einfache Element. 
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9, — Erweiterung des Spezialfalls1. a Laxßunrdß LaxP. 
Beweis des ersten Teils. Es darf « #1 angenommen werden. Gemäß Def. III 


(zusammen mit Abs. 1 und der Symmetrie des |) ist «axfß_L%&. Nun 8. 

Definition IV (Abkürzung): 

6 =0( XP). 

Das (nach 9.) einfache Element a; ist für beliebige &, ß erklärt. Die Mehrdeutigkeits- 
fälle sind aus dem Zusatz zu Def. III abzulesen. Die Zeichen %;, ß. sollen sich in einem 
Zusammenhang stets auf die gleiche Fixierung des « X ß beziehen. 

10. — Jedes 5 X ßa ist ein aß-1. (Beia #ß also: 9 X fx = aß.) 

Beweis. ßs =ß(& X ß), also nach 9. = (a x P) ß-!. Nun Def. Il. 

441. — Mitc | aistauche a | xundac | a; insbesondereist(fürc= ax ß)also as | *. 

Beweis. Es kann & #1 angenommen werden. Wegen a =c:ca (bzw.a =.ac-c) 
hat man nach Def. III: x =c X ca (bzw.& =ac Xc), so daß nach 9. ca | %& (bzw. 
ac_| %) ist. 

42. — Im Falle «= ß (wo x #1 und #ß sei) wird = aß}. 

Beweis. Nach 11. ist % | & und ß, | ß, d.h. nach Voraussetzung ß, | %. Gemäß 
Ax.2 ist daher% =; X ß,. Nun 10. 

43. — Beiy Zaist a,einyaxa. 

Beweis. Nach A0. ist y, X a, = ya und somit a, | ya. Da weiter a, | a ist, stellt 
nach 2. a, ein yax a dar. Nun 7. und Def. III. 

44. — Gilt « | a und aa | b sowie für ein a,: a, | y und a,y | db, soist & | y. 

Beweis. Da für beliebig fixierte ax db und (bx b)’ %):axb | b,(bxb)’ | bgilt, 
ist b nach 2. ein axb x(b x 5)’, also nach Voraussetzung a xb x(b xb)’ | aa. 


Dann ist nach dem Umkehrungsteil des Ax.1 (in der erweiterten Gestalt von 2.) 
(axb) (bxb) Loaa, d.h. aa(axb) (bxX 5)’ ist einfach, anders ausgedrückt: 
& | a,(b X b)’. Andererseits ist nach Voraussetzung und Def. I das einfache Element 
a,y ein (b x b)’, also y ein a,(b X b)'. 


$ 4. Erweiterung des Schnittaxioms auf beliebige Elemente. 

1. Erweiterung. Beia | c,b_ | cist ceina xD und umgekehrt. Dies ist bereits 
in 4. und 2. enthalten. 

2. Erweiterung. Bei a | y, b_| y (wo y #1 sein möge) ist 9 ein a X b (allgemein: 
bei a | y,b | ygibt esy =a x b) und umgekehrt. 

Beweis. Für y #1 ist 9 eindeutig festgelegt, wobei nach 8.a | 9,5 | yY gilt. Nun 
die 1. Erweiterung. Die Umkehrung folgt unmittelbar aus 1. und 8. 

3. Erweiterung. Bei a | c, ß | ce ist c ein x X ß und umgekehrt. 

Beweis. Für geeignete Fixierung des „‚““ ist nach 8. c-| %,c_| ß. Nun die 1. Er- 
weiterung und Def. III. Die Umkehrung ist 9. 

4. Erweiterung. Beia | y, ß | yist — für das (nach 10. existierende) aß 1=,X% Ps, 
das kurz mit ö bezeichnet sei — yein(a x ß)3 - (6 x ö), anders ausgedrückt: (a X ß)s | y 
und («x X ß)s *y _L ö, und (bei beliebigem & X ß) umgekehrt 

Die Äquivalenz der beiden Formulierungen der Behauptung ergibt sich unmittelbar 
an Hand der Def. III, I und der 1. Erweiterung. 

Die Gestalt des letzten in der Darstellung von y auftretenden Kreuzprodukts zeigt 
nach 1, daß es zu a, ß stets eine Mannigfaltigkeit von y der verlangten Art gibt (daher 


%) Das Zeichen ’ soll hier und im folgenden andeuten, daß im Falle a = b die beiden dann auftretenden 
Ausdrücke a x a auch verschieden fixiert sein dürfen (vgl. Bemeikurg zu 1.). 
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ist auch eine kürzere Darstellung nicht zu erwarten). Es läßt sich übrigens unschwer 
einsehen, daß man für einfache «, 8 bzw. für einfaches y auf die vorangegangenen Er- 
weiterungen zurückkommt. 

Beweis. Das eingeführte einfache Element ö gehört zu ö = (a X ß) y (wo bei & = ß 
das Element & X ß beliebig festgelegt sein kann); denn wegen der aus der Voraussetzung 
folgenden Beziehungen a; | ö, ßs_Lö gibt es nach der 2. Erweiterung ein d=0 X Pa, 
also nach 10.: 5 =aß-t. —MitaxßB xX65165(9.) ist (a XP) = (a xXPB X 6)(a X P) 
I(axM)d=y. (axXPBF y=(laxXPBxX6) 5 = Örxzist nach 11. | 6. — Die Um- 
kehrung ergibt sich unmittelbar durch Einsetzung eines beliebigen « X ß für a und des 
betrachteten ö für 5 (sowie von & bzw. ß für «) in 14. 


$5. Der Elementenraum. 

Definition V. Die Elemente der Gruppe lassen sich als Punkte und als Ebenen 
eines Raumes auffassen, und zwar soll der Punkt «x mit der Ebene ß inzidieren, ‘wenn 
x | Pt ist. Es gilt offenbar: 

15. — Die Inzidenz des Punktes x mit der Ebene ß ist der Inzidenz der Ebene « 
mit dem Punkt ß äquivalent. 

Einige der vorangegangenen Sätze legen die folgende Definition der Geradeninzi- 
denz nahe: 

Definition VI. Ein geordnetes Paar einfacher Elemente möge eine Gerade des Ele- 
mentenraumes heißen, jedoch mit der ‚Maßgabe, daß im Fallep | g, $ | r die Paare 
[?, 9] und [?, r] die nämliche Gerade darstellen sollen. — Der Punkt a inzidiert mit der 
Geraden [d,g], wenn x | g und ag | ? ist. Die Ebene ß inzidiert mit der Geraden 
[d,g], wenn — für mindestens ein 9 xqg — ßL% und ßg | $ ist. 

Es bleibt zu prüfen, ob diese Inzidenzdefinitionen von der Mehrdeutigkeit, die für 
die Darstellung gewisser Geraden durch Elementenpaare angegeben wurde, nicht berührt 
werden. Es sei eine durch [d, gJund[?, r] mit $ | g, # | r dargestellte Gerade betrachtet. 
— Der Punkt «a inzidiere mit [?, g], d.h. es gelte a | gund ag | $. Es kann offenbar 
& #1 angenommen werden. Nach der 1. Erweiterung des Ax. 2 ist $ ein ag X q, also = «& 
(Def. II). Mitr | &ist gemäß 8. und 11. | sundar | &, d.h. ar | ?. Der Punkt « 
inzidiert demnach mit [?, 7] .— Die Ebene ß inzidiere mit [?, g], d.h., dabei $ | g nach6. 
p = ist:ß | Pund — wegen BP | #— B einfach. Dasselbe besagt auch die Inzidenz 
der Ebene mit [?, r]. 

Der betrachtete Fall liegt insbesondere für eine Gerade der Gestalt [?, #,] vor, die 
von der Mehrdeutigkeit des # x $ unabhängig ist. 

16. — Die Inzidenz der Ebene & mit [?, g] ist äquivalent der Inzidenz des Punktes « 
mit [?,95] (für beliebig fixiertes X). Ebenso ist auch die Inzidenz des Punktes ß mit [P, q] 
äquivalent der Inzidenz der Ebene ß mit [P, 9,] (für beliebig fixiertes x). 

Beweis des ersten Teiles. Aus der Definition folgt zunächst nur die Äquivalenz 
für mindestens eine Fixierung des $ X qg. Mehrdeutigkeit tritt jedoch nur bei $ = ein. 
Wegen #, | £ ist dann, wie erwähnt, die betrachtete Gerade von der Wahl des $ x 
unabhängig. — Beweis des zweiten Teiles. Es sei irgendeine bestimmte Fixierung von 
® X q zugrundegelegt. Da # und 9 | ® x sind, ist nach der 1. Erweiterung des 
Ax.2 PB xgeind X, alog=(P xg)(d xg)g istein (d X), d.h. ein (,),. 
Hiermit ist die zweite Behauptung auf die erste zurückgeführt. 

Eine unmittelbare Folge von 15. und 16. ist der räumliche 

Dualitätssatz: Im Elementenraum herrscht eine Dualität von Punkten und Ebenen 
derart, daß mit einem allgemeingültigen Inzidenzsatz, der von Punkten, Geraden und 

30* 
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Ebenen handelt, auch der entsprechende, von Ebenen, Geraden und Punkten handelnde 
Satz gültig ist. 

Weiter ergeben sich die folgenden grundlegenden Sätze: 

Satz. Zwei Punkte a, ß haben stets eine Verbindungsgerade — nämlich ein 
[aß-1, axß] —; zwei Ebenen haben stets eine Schnittgerade. 

Wegen der räumlichen Dualität genügt es, den ersten Teil zu beweisen. — Nach 10. 
ist % | aß-!, Ba | aß-!. Zusammen mit 9. liefert dies die Behauptung. 

Satz. Zwei verschiedene Punkte a, ß haben nicht mehr als eine Verbindung; zwei 
verschiedene Ebenen haben nicht mehr als eine Schnittgerade. 

Wegen der räumlichen Dualität genügt es, den ersten Teil zu zeigen, und zwar 
werde bewiesen: 

47. — Die Verbindung zweier verschiedener Punkte a, ß hat stets die Gestalt 
la ß-!,a x ß]; diese Gerade ist auch bei Vorkommen gleicher &, ß eindeutig bestimmt. 

Beweis. Die Punkte a # ß mögen mit [?, q] inzidieren, d.h. esseia | g,aq LP#, 
ß Lg und ßqg \ ?. Nach Ax.1 und Def. Il ist ?=agxPßgqg=agxgPß"!=af, 
und nach der 2. Erweiterung des Ax. 2 ist geina X ß. Die eindeutige Bestimmtheit der 
Geraden [aß-!, a X ß]folgt, da a X ß nur bei Vorkommen gleicher %, ß mehrdeutig werden 
kann, unmittelbar so: für a = 1 ist aß-! = ß-! eindeutig bestimmt und # | g; füra #1 
ist nach 12. aß-1=&, daher nach 2. aß! | ax ß. 

Satz. Ein Punkt a und eine Ebene ß, die mit einer Geraden [/, g] inzidieren, inzi- 
dieren miteinander. 

Beweis. Sei a | qg undag | ? sowie ß | 9 und 9 ı ®. Die letzten beiden Be- 
ziehungen führen auf 9, | =! und 9,8"! | ?. Nach 14. ist a | P!. 

Satz. Zu einer Ebene y und einer Geraden [, g] gibt es stets einen Punkta — 
nämlich (# X yg)q (bei beliebig fixiertem X) —, der mit beiden inzidiert. Zu einem 
Punkt und einer Geraden gibt es stets eine Ebene, die mit beiden inzidiert. 

Wegen der räumlichen Dualität genügt es, den ersten Teil zu beweisen. 

Beweis. (P x yg)gq_Lgund(# Xyg)g‘g L 2, d.h. der Punkt a inzidiert mit[?, q). 

Bei y = g ist außerdem a | y!; die Behauptung ist dann erfüllt. Seiy #g. Nach 
9. ist y_ L yXxXg, und da nach 13. und Def. III g, ein yg X q, also y X g ein g,,„ ist, hat 
many | gun. Nach 10. ist y, _| yg, also — für das hier eingeführte q,9 — Y'gwn L YQ. 
Das besagt die Inzidenz der Ebene y mit [yg,g]. Mit dieser Geraden inzidiert auch der 
Pünkt a, denn (Pxygq)gLgund (Pxy)g’-qa=PxXyqaLlya. 

Satz. Wenn eine Ebene y und eine Gerade [?, q] mit zwei verschiedenen Punkten 
a, ß inzidieren, so liegt [?, g] in y. Wenn ein Punkt und eine Gerade mit zwei verschie- 
denen Ebenen inzidieren, so geht die Gerade durch den Punkt. 

Beweis. Wegen der räumlichen Dualität genügt es, den ersten Teil zu beweisen. — 
Die Inzidenz der Punkte a # ß mit [?,g] besagt nach 17.: [?, q] ist die eindeutig be- 
stimmte Gerade [6, a X ß] mit 6 = aß-!= as X ßa (bei beliebig fixiertem x). Nach 
Voraussetzung und Def. Vlist a | y!, ß_L y!, also gemäß der 4. Erweiterung des Ax.? 
(«X P)s Ly" und (a X P)s'y'L 6. Mithin ist (a X P)s Ly und y(axP)sL d, 
was nach Def. VI die Inzidenz der Geraden [ö, x x 8] mit der Ebene y kennzeichnet. 

Satz. Es gibt vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte. 

Beweis. Es gibt a#bmita _| b. Da nach 7. ab=abund nach 6. axb= ab ist, 
haben a, b gemäß 17. die einzige Verbindungsgerade [ab, ab]. Der Punkt ab ist in ihr 
nicht enthalten, da ab-ab =1, also nicht einfach ist. Die Punkte a, b, ab sind daher 
nicht kollinear. Sie liegen in der Ebene 1 und gemäß den vorangegangenen Sätzen 
dieses Paragraphen in keiner anderen Ebene. Sei y ein nicht einfaches Element ($ 2). 
Der Punkt y liegt nicht in der Ebene 1. 
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Die Sätze dieses Paragraphen weisen aus, daß der Elementenraum eın pro- 
jektiver Raum ist. 


86. Die Einheitsebene als Ehene der einfachen Elemente. 

Die Punkte der Einheitsebene sind gemäß den zu Anfang des $5 angegebenen 
Inzidenzdefinitionen offenbar gerade die einfechen Elemente; die Geraden der Einheits- 
ebene sind die Geraden der Gestalt [a, a], denn: 1. die Geraden dieser Gestalt liegen in 
der Ebene 1, daaxa | aund (aXa)a | aist, 2. wenn a XD | ab ist, so wäre bei 
a#zbnach Ax.1axb | ax b; daher ist a=b. — Die Inzidenz eines in der Ebene 1 
gelegenen Punktes # mit einer in der Ebene 1 gelegenen Geraden [a, a] besagt gemäß der 
Inzidenzdefinition nichts als # | a. 

Jede Gerade [a, a] der Einheitsebene läßt sich also in der Weise durch ein einfaches 
Element, nämlich a, repräsentieren, daß die Inzidenz eines Punktes # der Einheitsebene 
mit der „Geraden a‘ der Einheitsebene durch # | a gegeben ist. 

Die in der Einheitsebene gültigen Inzidenzsätze drücken sich in dieser Repräsen- 
tation der Einheitsebene als Sätze über Relationen der Gestalt # | v (mit einfachen «, v) 
aus. Bezüglich der Frage, welche der auftretenden einfachen Elemente jeweils als Punkte, 
welche als Geraden anzusehen seien, gibt es dabei, wie im nächsten Paragraphen aus- 
geführt werden wird, keinerlei Beschränkungen. — Es sei hier zunächst an einem Beispiel 
gezeigt, wie die neue Repräsentation einen unmittelbareren Eingang zu den Inzidenz- 
sätzen der Ebene liefert. 

Satz. In der Einheitsebene gibt es zu zwei (verschiedenen) Punkten a,b stets 
(genau) eine Verbindungsgerade, nämlich a X b, und ebenso zu zwei (verschiedenen) 
Geraden a, b stets (genau) einen Schnittpunkt, nämlich a X b. 

Dieser Satz enthält zwar keine Angabe, deren Korrelat nicht auch ohne den Über- 
gang zur abgekürzten Repräsentation der Einheitsebene beweisbar wäre; doch wird er 
in dieser Repräsentation besonders evident: beide Teile sind nichts als die Ausführbarkeit 
von a X b und Ax.2 (zusammen mit Abs. 1 des $3). 

In der Einheitsebene gilt offenbar der Desarguessche Satz, da er aus den Axiomen 
des projektiven Raumes beweisbar ist. Es gilt aber auch der Pappus-Pascalsche Satz. 
Er formuliert sich, indem a und b als Geraden, c, d,,g: (? =1, 2,3) als Punkte angesehen 
werden, wie folgt: 

Pappus-Pascalscher Satz. Bei aı ?,db1Lgq(i=1,2,3) gibt es 

eıLB, X x (Pr x 9) ((#k=1,2,3). 

(Im Falle der Mehrdeutigkeit irgendwelcher der auftretenden Kreuzprodukte sollen 

die drei behaupteten Relationen für mindestens je eine Fixierung gelten.) 


Bei Inzidenz eines g, mit a (a | g,), ebenso bei Zusammenfallen eines g, mit einem 
9*.(? #k) und endlich auch bei Unbestimmtheit eines Schnittpunktes $, X 9 X (Px X 9.) 
(für ein Paar © #k) kann der Pappus-Pascalsche Satz in evidenter Weise durch bloße 
Anwendung des ihm hier vorangestellten ebenen Inzidenzgrundsatzes bewiesen werden. 
Für den allgemeinen Beweis können daher diese Fälle ausgeschlossen werden: 

Zusatzvoraussetzungen zum Pappus-Pascalschen Satz: für kein : sei a | gq,, weiter 
seig, Ag (für Ak), und d, X gr X (Pr X g,) sei (für # # k) eindeutig bestimmt. 

Der Pappus-Pascalsche Satz ergibt sich bekanntlich nach Schur aus den Axiomen 
des projektiven Raumes ($ 5) und einigen schwachen räumlichen Nebenvoraussetzungen. 
Der Beweis sei unter expliziter Voranstellung der einzelnen Nebenvoraussetzungen — 
und in einer Formulierung, die demgegenüber jede unbenutzte Grundannahme z.B. über 
kollineare Lage der 9,;, g; unterdrückt — kurz angegeben. 
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Hilfssatz. In einem projektiven Raum seien die Punkte P,, Q,; und die Geraden 
9, (= 1,2,3)”) mit folgenden Eigenschaften gegeben: 

4). P, und Q; liegen in einer Ebene Z, die nicht die h, enthält. 

2). P, #0;; der Schnittpunkt R;, der Verbindung von P, und Q, mit derjenigen 
von P, und Q, (£ #k) ist eindeutig bestimmt. 

3). P;liegt auf g,, Q; liegt auf h.. 

4). 9, und h; liegen in einer Ebene &;,,. 

5). d,und h,. (© £k) schneiden sich nicht. 

Dann liegen die R,;, auf einer Geraden c. 

Der Beweis läßt sich etwa wie folgt wiedergeben: 

Nach 1). und 4). ist ®,, #2. Mithin hat ein ®,, mit Z genau eine Schnittgerade 
l;,. Gemäß 1). und 3). ist I;, bei z #k die nach 2). eindeutig bestimmte Verbindung 
von P, und Q,, also (wiederum nach 2).): I; #l;;. Daher sind zunächst &,, und &;; 
verschieden, und ihre somit bestimmte Schnittgerade m;; (= m,,) liegt nicht in £ (da 
sonst m = 1 =l;; sein würde). R;, (s. 2).) ist als Schnittpunkt von I;, und I;; der 
Durchstoßpunkt von m;; und £. Beig, = h, wäre nach 1). und 3). P,; = Q,, entgegen 2). 
0;, h, haben nun gemäß 4). genau einen Schnittpunkt S;,, der in den Ebenen ;, und &;,,, 
also auf m;, liegt. 5.) lehrt S;, # S; für #k. Daher ist m;, eindeutig als Verbindung von 
S, und S, charakterisiert. Die drei m;, liegen somit in einer (nicht notwendig eindeutig 
bestimmten) Ebene A. A #Z, weil m; nicht in Z liegt. Die Schnittgerade c von A 
und & enthält die drei Durchstoßpunkte der m;,, mit Z, d.s. die Ri. — 

Um den Beweis des Pappus-Pascalschen Satzes zu haben, werden nun lediglich 
noch die Voraussetzungen dieses Hilfssatzes, ausgehend von denen des Pappus-Pascal- 
schen, zu realisieren sein (wobei die P,; mit den /,, die Q, mit den g,, weiter E mit 4 und 
c mit c zu identifizieren sind. Die R,, werden dann durch die 2, X 9, X (d, Xg,) reali- 
siert sein). 

Eine solche Realisation wird durch die folgende Definition geleistet: 

4 =[?: 5B,, (Pı)b], (P,; bP, ist offenbar einfach); 
bh, =[a, (9:)a]; 
9, = Pigr. 

Die Voraussetzungen dieses Hilfssatzes sind erfüllt: 

Nachweis von 1). Die Punkte ?,, g, liegen als einfache Elemente in der Ebene 1. 
Bei in 1 gelegenem h,, d. h. bei a = (g;)a (erster Absatz dieses Paragraphen) wäre a | g,, 
entgegen der „Zusatzvoraussetzung‘“, 

Nachweis von 2). Bei #, =g; wäre wiederum a | g. — Auch die weitere Be- 
hauptung von 2). ist eine der Zusatzvoraussetzungen. 

Nachweis von 3). ?, liegt auf g,, denn 2, | (9,)» und, dab x; | ist, auch 
Bi(Bı)o =Pilb XP) Bi LP: bdi. — 9; liegt auf h,, denn, | (9). und 4,(4). =4:XaLa. 

Nachweis von 4). Bei #,#b ist nach Ax.1: #, x5_| 2,52, und da auch 
2; xb_Ld; gilt, hat man weiter nach Ax. 2: , xb5b=P,xP,bBd, also (d,, = (Pi)e,n,- 
Das letztere gilt auch noch für #& =b. Nach dem zweiten Teile von 16. liegen die 
Geraden g;, h; in der Ebene ?,g;, sobald der Punkt ,g, auf den Geraden [?, 5d,, d,] 
und [a, g,] liegt. Nun ist aber einerseits #,9; | ?, und wegen q, | 5b auch %,%P;_ LP; bP,, 
andererseits 9; 9 | gs nnd wegen P, | aauchd, un La. 

Nachweis von 5). Es sei angenommen, daß h,,h, (beiö#k) sich schneiden und 
mithin gemäß den projektiven Axiomen des Elementenraumes ($5) in einer Ebene «a 


?) Um eine Verwechslung der Symbole auszuschließen, werden hier Punkte mit lateinischen Groß- 
buchstaben, Geraden mit gotischen Kleinbuchstaben und Ebenen mit griechischen Großbuchstaben be- 
zeichnet, 
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liegen. Nach 16. liegt der Punkt ain[a, q,], [a, .], d.h. a 1 94, ag, La,al g,aq, La. 
Wegen der Zusatzvoraussetzungen 9; #9 ist 9,9, eindeutig bestimmt. Gemäß Ax.2 
ist =, XKoaan = Hat xayı =I:% (Def. II) = g;X g.. Daher ist a | g,, im 
Viderspruch zur Zusatzvoraussetzung. Die Annahme ist also zu verwerfen. 

Die Sätze dieses Paragraphen lehren, daß die Einheitsebene eine projektive, 
pascalsche Ebene ist; mithin läßt sich ihr ein Körper von Punktkoordinaten zuordnen, 
wobei die Geraden durch lineare Gleichungen dargestellt werden. 


$ 7. Die Metrik in der Einheitsebene. Der Eiementenraum als Bewegungsraum. 


Der durch ein einfaches Element a repräsentierte Punkt a der Einheitsebene inzi- 
diert nicht mit der ebenfalls durch dieses Element repräsentierten Geraden a, denn aa ist 
nicht einfach. Da nun aber der genannte Punkt a und die genannte Gerade a einander 
offenbar in eindeutiger Weise zugeordnet sind, wird es angemessen sein, die folgende 
Festsetzung einer Metrik zugrunde zu legen: 

Definition. Der Punkt a sei der Pol der Geraden a. 

Diese Definition ist gemäß der Definition der Inzidenz durch die Einfachheit des 
Produkts in Einklang mit dem Grundsatz der Polarität: Wenn der Punkt a auf der Ge- 
raden 5 liegt, so liegt der Pol von b auf der Polaren von a. 

Zwei Geraden sollen aufeinander senkrecht heißen, wenn die eine durch den Pol 
der anderen geht. 

Wegen der Existenz eines Pols zu jeder Geraden wird die nach $ 6 projektiv-pascal- 
sche Einheitsebene nunmehr als vollelliptisch anzusprechen sein. 

Die angegebene Interpretation der einfachen Elemente erhält ihre einheitliche 
Fassung, wenn man ein einfaches Element als ein Dingpaar ‚Gerade nebst ihrem Pol“ 
(bzw. „„Punkt nebst seiner Polare‘“‘) ansieht. Die Einfachheit eines Produkts ab deutet 
sich dann in vierfacher Weise: 1. der a-Punkt inzidiert mit der b-Geraden, 2. der b-Punkt 
inzidiert mit der a-Geraden, 3. a- und b-Gerade stehen aufeinander senkrecht, 4. a- und 
b-Punkt sind zueinander polar. Das Kreuzprodukt a x b stellt somit (bei a # b) gemäß 
Ax.2 dar: 1. die Verbindungsgerade des a- und des b-Punktes (nebst ihrem Pol), 2. den 
Schnittpunkt der a- und der b-Geraden (nebst seiner Polaren, dem gemeinsamen Lot), 
3. das vom a-Punkt auf die b-Gerade gefällte Lot (nebst seinem Pol), 4. das vom b-Punkt 
auf die a-Gerade gefällte Lot (nebst seinem Pol). (Die Modifikationen für den Mehr- 
deutigkeitsfall a =b sind nach Def. I, $3, trivial.) 

Man erhält so in der Einheitsebene ein „Viererentsprechen‘“, das außer der 
gewöhnlichen ebenen Dualität der Punkte und Geraden ein Entsprechen von Inzidenz 
und Senkrechtstehen mitumfaßt. Den beiden Aussagen des ersten Satzes von $ 6 gesellt 
sich z. B. (in der dort noch getrennten Betrachtung von Punkten und Geraden) als dritte 
und vierte Fassung zu: 

In der Einheitsebene läßt sich von einem Punkte aus auf eine (nicht polare) Gerade 
stets (genau) ein Lot fällen, und zwei (verschiedene) Geraden haben stets (genau) ein 
gemeinsames Lot. 

Es steht nun noch die Ausdeutung des gewöhnlichen Produkts zweier einfacher 
Elemente a,b aus. Diese ergibt sich zwanglos durch Übergang vom repräsentierten 
„Gerade-Pol“‘-Paar zu der Spiegelung, die dieses Paar als Fixpaar besitzt. Das gewöhn- 
liche Produkt zweier Spiegelungen — und allgemein zweier Bewegungen (Spiegelungs- 
folgen) sei nichts als die Bewegung, die.durch Nacheinanderausübung der gegebenen Be- 
wegungen entsteht. Eine Bewegung der Gestalt ab (vgl. $ 3) ist somit eine Drehung mit 
dem Fixpunkt-Fixgerade-Paar ab =a x b (wobei die Fixgerade offenbar nur im Falle 
der Einfachheit von ab punktweise festbleibt.) 
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Diese Festsetzung steht, wie man unmittelbar einsieht, mit den vorangegangenen 
Festsetzungen des Paragraphen 7 in Einklang. 

In der hiermit abgeschlossenen Interpretation der einfachen Elemente und ihrer 
beiden Verknüpfungsarten stellt sich der projektive Elementenraum einer In- 
zidenzgruppe ($5) unmittelbar als Bewegungsraum seiner vollelliptischen 
Einheitsebene dar. 





Die Art der Metrik mag durch einen abschließenden Vergleich mit der in einer 
früheren Arbeit 3) vorgeschlagenen Axiomatik der vollelliptischen Geometrie deutlich 
werden. 

Aus den Axiomen der Inzidenzgruppe folgen ganz unmittelbar die folgenden ein- 
fachen Sätze (die übrigens, wie bereits in $1 angedeutet wurde, insbesondere an Stelle 
jener Axiome dem oben gegebenen Beweise des Pappus-Pascalschen Satzes zugrunde 
gelegt werden könnten): 

1). Zu a, b gibt es c mit a | c, b | c (nämlich a x b, vgl.'&3 Abs. 1.) 

2). Zua, b mit a | db gibt es c=ab. (Dies ist für die Inzidenzgruppe trivial; 
zur Deutung vgl. man $ 6.) 

3). Bialc,b|c,ald,b|dista=b oderc=d (denn bei a#5 ist ein- 
deutig axb=c =d nach Ax. 2.). 

4). Beia | P,b_| P,c_| $ gibtesd =abec. (Beweis. Es kann a #b angenommen wer- 
den, so daß nach Ax. 2 eindeutig ? =a xbist. Mit axb_| cist nach Ax.1 ab | c.) 

5). Mit al p,b_P, abe=d ist bei a#b auch c | #. (Dies folgt durch Um- 
kehrung der zu 4). angegebenen Schlußweise.) 

6). Zu a gibt es b#a ohnea | 5b (vgl. hierzu den Schluß des ersten Absatzes 
von 2.) 

Die Sätze 1). bis 6). spannen, wie a.a. O. ausgeführt wurde, eine ebene vollellip- 
tische Geometrie auf, wobei gerade die in diesem Paragraphen entwickelte Interpretation 
zugrunde zu legen ist. 


Eingegangen 19. März 1944. 





Die projektiven Involutionen des n-dimensionalen Raumes. 
Von Annemarie Kretschmer in Jena. 


$&1. Fragestellung. Bezeichnungen. 


Über die involutorisch projektiven Abbildungen des komplexen »-dimensionalen 
projektiven Raumes auf sich ist bekannt, daß die Anzahl der projektiv verschiedenen 


“ 
Typen gleich + ist, und daß die bei den einzelnen Typen auftretenden Fixelemente 


zwei zueinander punktfremde projektive Räume erfüllen, die den betrachteten n-dimen- 
sionalen projektiven Raum aufspannen }). Dagegen scheint die Frage, durch wieviel in- 
volutorische Punktepaare der involutorische Charakter einer projektiven Abbildung eines 
projektiven Raumes auf sich bestimmt wird, allgemein noch nicht behandelt worden zu 
sein. Man nennt das Punktepaar Y,Z ein involutorisches Punktepaar einer eindeutigen 
Abbildung, wenn Y und Z verschiedene Punkte sind, und wenn bei dieser Abbildung 
Z das Bild von Y und Y das Bild von Z ist. Ein Fixpunkt wird also nicht zu den involu- 
torıschen Punktepaaren gerechnet. Man weiß, daß jede projektive Abbildung einer Ge- 
raden auf sich involutorisch ist, wenn sie mindestens ein involutorisches Punktepaar be- 
sitzt, und daß jede projektive Abbildung einer Ebene auf sich involutorisch ist, wenn 
sie mindestens zwei involutorische Punktepaare besitzt und von den vier Punkten der 
beiden Paare nicht drei auf einer Geraden liegen. Die Untersuchung dieser Fragestellung 
für beliebige projektive Räume bildet den Gegenstand der vorliegenden Arbeit. 

Um das Ergebnis zu formulieren, führt man zunächst einige Bezeichnungen ein: 

(1) Unter dem komplexen n-dimensionalen projektiven Raum ®"*) versteht man die 
Gesamtheit der Systeme von n +1 komplexen Zahlen yy,..., Yn+ı, die man Punkte 
nennt, und denen die folgenden drei Eigenschaften zukommen: 

(1,1) 0,..., 0 stellt keinen Punkt dar; 

(1,2) Yn-++ Yn+ı #0,..., 0 stellt genau einen Punkt dar; 

(1,3) Yır-.., Ya+ı und Y, ... Yn+ı stellen dann und nur dann denselben 
Punkt dar, wenn die Matrix ” DR ae vom Range Eins ist. 

l1+..+..+ Yn 

Yır ».. Yn+ı bezeichnet man als die projektiven Koordinaten des Punktes 
Yp+ ++ %s+ı oder auch als seine projektiven Punktkoordinaten. Nach (1) besteht der P° 
aus einem einzigen Element, das durch die Zahl 1 gegeben wird. Der ®® ist also ein einziger 
Punkt. Unter einer projektiven Abbildung P eines n-dimensionalen Raumes auf sich oder 
auf einen anderen ®” versteht man eine lineare Substitution in den Punktkoordinaten 
mit reellen Koeffizienten und von Null verschiedener Determinante. Eine Involution 
ist bekanntlich eine Abbildung von der Ordnung zwei. 

ı) E. Bertini, Einführung in die projektive Geometrie mehrdimensionaler Räume. Deutsche Über- 
setzung von A. Duschek (Wien, L. W. Seidel & Sohn, 1924), S. 81—83. C. Segre, Enzyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften, Bd. III; 2,2, A, S.830. E. A. Weiß, Liniengeometrie und Kinematik (Leipzig, 
B. G. Teubner, 1935), S. 14, 15. 


2) Obere Indizes bedeuten immer die Dimensionenzahl. 
Jouraal für Mathematik. Bd. 186. Heft 4, 
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(2) Jeder r-dimensionale projektive Raum (0 <r <n), der beı einer projektiven 
Abbildung P des ®” auf sich als Ganzes fest bleibt, wird mit & bezeichnet. Die vor- 
gelegte projektive Abbildung P des ®" auf sich bewirkt also eine projektive Abbildung 
des 8’ auf sich, die nicht die Identität ist. 

(3) Jeder r-dimensionale projektive Raum (0 <r <.n), der bei einer projektiven 
Abbildung P des ®” auf sich Punkt für Punkt fest bleibt, heißt %. Die durch P be- 
wirkte Abbildung jedes 7% auf sich ist demnach die Identität. 

(4) Für die involutorisch projektive Abbildung des ®” auf sich mit den Fixräumen 
%”,%” wird 7*” geschrieben. 

Im Bedarfsfalle wird bei den Bezeichnungen (3) und (4) die Dimensionenzahl des- 
jenigen Raumes, auf den sich die Abbildung bezieht, als unterer Index angefügt. 

Die Untersuchung wird rein geometrisch geführt, ohne daß von dem eingangs zi- 
tierten Satze über die Involutionen Gebrauch gemacht wird. Der Satz wird vielmehr bei 
den vorliegenden Überlegungen mit bewiesen. Das wichtigste Hilfsmittel der Betrachtung 
bildet der folgende wohlbekannte Satz ®): 

(5) Satz. Versteht man unter dem Schnittraum & zweier projektiver Räume ®B”, ®' 
den Raum höchster Dimension, der in ®” und ®" enthalten ist, und unter dem Verbindungs- 
raum ®' den Raum niedrigster Dimension, der ®” und ®* enthält, so gilt die Formel 

(5, 1) k+l=m-+n. 

In mengentheoretischem Sinne bedeutet der Schnittraum den Durchschnitt ®” ®” 
und der Verbindungsraum die Vereinigungsmenge ®’ 4 ®‘ Die Formel (5, 1) ist dann 
und nur dann ausnahmslos gültig, wenn man der leeren Menge, also hier dem Schnitt- 
raum zweier punktfremder Räume, und nur dieser, die Dimension —1 beilegt. 

Auf Grund der Formel (5, 1) ergibt sich im ®” die projektive Klassifikation der In- 
volutionen, und zwar verschieden je nach der Parität der Dimensionenzahl: Bei ungeradem 
n=2k—A(k=1,2,...) hat man die Typen 

(6) J” ns J+2-, ie I! a 


deren Anzahl gleich %, d.h. gleich ” > B: ist. Bei geradem n = ?k (k =1,2,...) gibt 


es die Typen 
(7) J’ 1, 2», BBRE: Jrır: 


. . . . . n . . on . 
ihre Anzahl ist wiederum gleich *k, d.h. gleich 7, 50 daß man die Formel für die Anzahl 


m beiden Fällen als n. schreiben kann. J%”-1 ist die sogenannte Zentralkolli- 


neation, während man im Falle » = 3 die Involution J''! als gescharte oder windschiefe 
Involution bezeichnet, eine Bezeichnung, die bei höheren Dimensionen nicht mehr brauch- 
bar ist, da sie in gewissem Sinne auf alle Typen 7"! mit » Z1 zutrifft. 


Neben dem Satze (5) wird als unbewiesen nur noch vorausgesetzt ®): 

(8) Der Fundamentalsatz der n-dimensionalen projektiven Geometrie. Es gibt eine 
und nur eine projektive Abbildung des ®" auf sich, die n +2 vorgeschriebene Punkte, von 
denen nicht n +1 einem ®”" angehören, in n +2 vorgeschriebene Punkte derselben Arı 
überführt. 

Von dem Fundamentalsatz wird nicht immer in vollem Umfange Gebrauch gemacht; 
häufig wird nur der sogenannte kleine Fundamentalsatz benutzt, nach dem jede projektive 
Abbildung des ® auf sich mit » +2 Fixpunkten, von denen nicht n +1 einem ®”' 
angehören, die Identität ist. 


3) E. Bertini,a.a. O.,S. 12. Hk. de Vries, Die vierte Dimension (Leipzig, B. G. Teubner, 1926), S. 33. 
‘, E. Bertini, a.a. O., 8. 4. 
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Mittels der Bezeichnungen (1) bis (4) kann man nun das angekündigte Ergebnis 
ausspreehen: Für die Fälle n = 1 und n = 2 ist es bekannt und oben bereits formuliert 
worden. Im Falle n =3 gilt, daß jede projektive Abbildung des ®? auf sich mit drei 
involutorischen Punktepaaren Y», Zx (#x =1,2,3) involutorisch ist, wenn die drei Ge- 
raden 9« = Y«Zs nieht in einer Ebene liegen. Je nach den hiernach noch zulässigen 
l,agen der 9» erhält man die Involutionen J},! oder J%?, wie genauer in $2 ausgeführt 
wird (vgl. die Sätze 2; (5, 1), (5, 2), (5, 3)). Da zwei involutorische Punktepaare sich als 
nieht ausreichend herausstellen, um den involutor!schen Charakter der ganzen Abbildung 
zu bestimmen (vgl. 2, (A)), so sind mithin bei den Dimensionen n = 1, 2, 3 genau n involu- 
torische Punktepaare unter Ausschaltung gewisser spezieller Lagen notwendig und hin- 
reichend dafür, daß die projektive Abbildung ? des ®” auf sich involutorisch ist. In 
dieser einfachen Weise läßt sich der Satz aber nicht für » Dimensionen verallgemeinern. 
Vielmehr zeigt sich, daß die bisher erwähnten Fälle, auch der Fall n = 3, noch zu speziell 
sind, um das Ergebnis für beliebiges n erkennen zu lassen. Das gelingt erst durch Heran- 
ziehung der Fällen =4 und n =5. Im ®* genügen bereits drei involutorische Punkte- 
paare Ya, Zu (2 = 1,2,3), wenn je zwei Geraden YxZx einen ®3 bestimmen, aber nicht 
alle drei in demselben ®3 enthalten sind, um den involutorischen Charakter der Abbildung 
festzulegen. Der Involutionstypus, der sich dabei ergibt, ist J" ?. Gehören dagegen die 
drei Geraden Y«Z» demselben ®? an, so reichen drei Punktepaare offenbar noch nicht 
aus, weil über die außerhalb des ®? liegenden Punkte des ®* keine Aussage gemacht 
werden kann. Dann sind vier nieht demselben ®? angehörende involutorische Punkte- 


paare Yu, Zu (2 =1,...,4) notwendig und hinreichend für die Bestimmung des involu- 


torischen Charakters der Abbildung; und zwar erhält man dann und nur dann den In- 
volutionstypus /"?, wenn die vier Geraden YxZx» durch einen Punkt gehen, und wie- 
derum den Involutionstypus J"2, wenn sie nieht durch einen Punkt gehen. Daß J"? 
auch bei vier nieht in demselben ®? enthaltenen Punktepaaren herauskommen kann, ist 
selbstverständlich, da dies — wie soeben bemerkt — schon bei drei nicht in demselben ®? 
enthaltenen involutorischen Punktepaaren eintreten kann. Vom Fallen =4 aus kann 
man das Ergebnis für beliebiges gerades n ablesen. Dagegen tritt bei ungeradem n eine 
Erscheinung ein, die zwar schon bei » = 3 vorliegt, aber dort noch nieht in voller All- 
gemeinheit erkannt werden kann. Bei geradem n = 2k beträgt nämlich die Anzahl der 
für die Bestimmung des involutorischen Charakters notwendigen und hinreichenden 
Punktepaare je nach ihrer Lage k-+1,k —+2,...2%. Diesen k Fällen stehen genau 
k Involutionstypen gegenüber, und zwar in folgender Weise: 

Satz A. Für die Bestimmung des involutorischen Charakters der projektiven Abbildung 
des BP’ (k=1,2,...) auf sich sind notwendig und hinreichend: 

(A,)k +1 involutorische Punktepaare Yx, Zr, die zu je k einen ®#-1 bestimmen, 
aber nicht alle in demselben B*'? enthalten sind; 

(A) (e=2,...,k) k +0 involutorische Punktepaare Yx, Zx, von denen die ersten 
k +0 — 1 in einem ®**- enthalten sind und in ihm die Involution 5,2," ° hervorrufen, 
während die durch das (k-+o)-te Punktepaar bestimmte Gerade nicht in diesem ®®"! ent- 
halten ist, ihn aber in einem dem Fixraume %5,*%, angehörenden Fixpunkte schneidet. 

Im Falle (A,) ergibt sich die Involution JE, '*, im Falle (A,) die Involution Je "te! 
(e =2...R). 

Bei ungeradem n gehören nicht zu je zwei Involutionstypen auch verschiedene 
Mindestanzahlen von involutorischen Punktepaaren zur Festlegung des involutorischen 
Charakters der Abbildung. Vielmehr sieht man schon im Falle » = 3, daß die Anzahl 
der involutorischen Punktepaare, die für die Bestimmung des involutorischen Charakters 
"nabwendig und hinreichend sind, für zwei verschiedene Involutionstypen die gleiche sein 
31* 
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kann. Doch erkennt man noch nicht, wie diese Zweideutigkeit bei beliebigem unge- 
radem » beschaffen ist. Dazu wird der Fall » = 5 herangezogen: Hier ist die Mindest- 
anzahl der involutorischen Punktepaare, die hinreichen, um den involutorischen Charakter 
festzulegen, je nach der Lage gleich vier oder fünf. Es fragt sich nun, welche von den 
drei Involutionstypen J?’*, J!°, J%* durch vier und welche durch fünf involutorische 
Punktepaare bestimmt werden. Man findet, daß bei geeigneter Lage der involuto- 
rischen Punktepaare für die Involution 7?” und für die Involution J}'” genau vier, 
für die Involution J?'* genau fünf involutorische Punktepaare notwendig und hinreichend 
sind [vgl. 2; (7, 1), (7, 2), (7, 3)]. Bei ungeradem n = 2k — 1 beträgt die Anzahl der für 
die Bestimmung des involutorischen Charakters notwendigen und hinreichenden Punkte- 
paare je nach ihrer Lage k +1, k-+2,...,2k —1. Diese k — 1 Fälle verteilen sich auf 
die k Involutionstypen des ®**-!in der Weise, daß zur Festlegung der Involutionstypen 
hr und 72,* je k +1 involutorische Punktepaare notwendig und hinreichend 
sind, die allerdings in den beiden Fällen verschieden liegen müssen. Die Zweideutigkeit 
tritt also bei der niedrigsten Mindestanzahl von involutorischen Punktepaaren ein. Das 
vollständige Ergebnis lautet für n = 2k — 1: 
Satz B. Für die Bestimmung des involutorischen Charakters einer projektiven Ab- 
bildung des B* !(k=2,3,...) auf sich sind notwendig und hinreichend: 


(B,) k +1 involutorische Punktepaare Yx, Zr, von denen die ersten k in einem ®*? 


enthalten sind und in ihm die Involution JE," ! hervorrufen, während die durch das 


(k +1)-te Punktepaar bestimmte Gerade nicht in diesem ®*—? enthalten ist, ihn aber in 


einem dem Fixraume %%,_', angehörenden Fixpunkte schneidet; 


(B)(e=2,...,Rk) k+o—1 involutorische Punktepaare Yx, Zx, von denen die 


ersten R+o —2 in einem B*-? enthalten sind und in ihm die Involution J,t+e-? 
hervorrufen, während die durch das (k+o—1)-te Punktepaar bestimmte Gerade nicht in 
diesem B*? enthalten ist, ihn aber in einem dem Fixraume %5,°, angehörenden Fixpunkte 
schneidet. 

Im Falle (B,) ergibt sich die Involution J5'", im Falle (B,) die Involution 

u a. 

Der Satz B gilt nicht für den ®! (k = 1); denn jede projektive Abbildung eines ®! 
auf sich mit mindestens einem involutorischen Punktepaar ist eine Involution, die vom 
Typus J} ist. In der Formulierung des Satzes B, und zwar in der hier zutreffenden 
Aussage (B,), wird der Fall k = 1 ausgeschlossen; nach (B,) müßte für k =1 ein involu- 
torisches Punktepaar in einem ®° enthalten sein, d.h. zusammenfallen,.was aber dem 
Begriff des involutorischen Punktepaares widerspricht. Der Satz B behandelt also die 
projektiven Räume ungerader Dimension von der dritten an. 

Die Formulierung der Sätze A und B läßt schon erkennen, daß man den Beweis 
zweckmäßig induktiv führen wird (vgl. &3). Dazu muß man zunächst die Richtigkeit der 
Sätze für die niedrigsten Dimensionenzahlen zwei und drei beweisen [vgl. 2; (3) bis (5)]. 
Ferner werden in $2 auch die ersten nichttrivialen Fälle nn =4 und n =5 vollständig 
durchgeführt [vgl. 2; (6, 1) bis (7, 3)], damit die Betrachtung für beliebiges » leichter 
verständlich wird. 

In $4 wird auf Realitätsfragen eingegangen; es werden also im Gegensatz zu den 
vorangehenden Untersuchungen die involutorisch projektiven Abbildungen des reellen 
projektiven Raumes auf sich betrachtet. Unter dem reellen Raum R" versteht man die 
Gesamtheit der Systeme von » +1 komplexen Zahlen, die reellen Zahlen proportional 
sind und den Eigenschaften (1,1), (1,2), (1,3) genügen. Der reelle projektive Raum ®" ist 
mithin als echter Teil im komplexen projektiven Raum ®” enthalten. Für die Bestim- 
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mung des involutorischen Charakters einer projektiven Abbildung des X” auf sich gelten 
auch die Sätze A und B. Man fragt nun nach der Realität der bei den einzelnen Invo- 
lutionstypen auftretenden Fixräume. Es ergibt sich; daß die Fixräume einer involu- 
torisch projektiven Abbildung des R” auf sich stets reell sind, bis auf eine einzige Aus- 
nahme, und zwar den Involutionstypus J%,,*1. Bei diesem können nämlich die beiden 
zueinander windschiefen (k — 1)-dimensionalen Fixräume hochimaginär sein, d.h. keinen 
reellen Punkt enthalten (vgl. 4, (1)). Die Abbildung besitzt mithin, von komplexen Fix- 
punkten abgesehen, keinen Fixpunkt. Aus der Topologie ist bekannt®), daß es für unge- 
rades n fixpunktfreie eindeutige stetige Abbildungen des®#” auf sich gibt. Man erkennt nun 
hier, daß. eine fixpunktfreie Abbildung des R” auf sich bereits durch eine projektive 
Involution geliefert wird. 
$?2. Die Dimensionen eins bis fünf. 

(1) Satz. Jede projektive Abbildung des ®! auf sich, die mindestens ein involutorisches 
Punktepaar besitzt, ist involutorisch und besitzt genau zwei Fixpunkte, ist also vom Typus 
Je’. Je zwei entsprechenden Punkte werden durch die Fixpunkte harmonisch getrennt. 

Der Beweis ist bekannt und braucht nicht wiedergegeben zu werden ®). 


Nun wird zunächst ein Hilfssatz bewiesen, von dem im folgenden, sowohl in den 
Spezialfällen n =2,...,5 als auch im allgemeinen Falle, ständig Gebrauch gemacht wird. 
(2) Satz. Jede projektive Abbildung P,„ des ®" auf sich ist involutorisch, wenn sie 
zwei zueinander windschiefe Fixräume 7%, g"—*-1 (x =(, .., Fr) und mindestens ein 
involutorisches Punktepaar Y,,Z, besitzt. N 
Der Beweis ist für n =2 bekannt und wird hier nur der Vollständigkeit halber 
wiederholt: Die Fixräume sind die Achse $1 und das Zentrum %9 {%}. Zu einem 
beliebigen Originalpunkt Y erhält man das Bild Z, indem man den Schnittpunkt Y,YX#1 
mit dem Punkte Z, verbindet und diese Gerade mit der Geraden %3 Y im Punkte Z schnei- 
det. Da nun Y,,Z, von Zentrum und Achse harmonisch getrennt werden, so trifft dies 
auch für Y und Z zu; denn das Doppelverhältnis, das die drei Punkte Y,,Z,,&9 mit dem 
Schnittpunkt ihrer Verbindungsgerade mit 5%! bildet, ist nach Konstruktion gleich dem 
entsprechenden Doppelverhältnis auf der Geraden YZ. Die Abbildung des ®? auf sich 
ist also involutorisch. Bei beliebigem n schließt man zunächst, daß die Gerade Y,Z, jeden 
der Fixräume %*, 3"-*-! schneidet; die Schnittpunkte seien E,, F,. Gemäß (1) wird näm- 
lich die Gerade Y,Z, involutorisch auf sich abgebildet. Die dabei auftretenden Fix- 
punkte liegen in $* und in %"-*-!, da die vorgelegte Abbildung P, keinen Fixpunkt 
außerhalb $* und $"-* ! besitzt: hätte sie einen solchen, so wäre sie nach 1, (8) die Iden- 
'tität und könnte also kein involutorisches Punktepaar aufweisen. Durch einen beliebigen 
Punkt Y des ®*, Yd Y, Z, 48%, 4 3”*' legt man diejenige Gerade g, die sowohl 
5” als auch %”*=! schneidet. g ist eindeutig bestimmt: Der durch Y und %* bestimmte 
P* ' trifft den %”7* 1! in genau einem Punkte F, denn nach 1, (5, 1) ist 
O+n=(» +1) +{n—xr —1); 
YF ist die gesuchte Geradeg. Nach Konstruktion trifft 9 den %* ebenfalls in einem 
einzigen Punkte E. Man muß nun zwei Fälle unterscheiden, je nachdem ob einer der 
Punkte E, F mit einem der Punkte E,, F, zusammenfällt, oder E#E,F#F, ist. 
l. Ist E = E,, so bestimmen 9 und Y,Z, eine Ebene. In dieser hat man den Fix- 
punkt E,< %*, die Punkt für Punkt festbleibende Gerade FF, < 5""*-! und das involu- 


5) Vgl. z.B. G. Feigl, Fixpunktsätze für n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 98, 1928, 
S. 355—398, insbesondere $ 4. 
*) J. Thomae, Die Kegelschnitte in rein projektiver Behandlung (Halle a. d. S., Loni Nebert, 1894), S. 71. 
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torische Punktepaar Y,,Z,, also nach dem soeben durchgeführten Falle n =2 eine in- 
volutorische Abbildung: der Bildpunkt Z von Y ist der vierte harmonische Punkt zu Y, 
E,F. : 

Il. Ist E#E, und F £ F,, so betrachtet man die Ebenen EFF, und EE,F,, denen 
die Gerade E F, gemeinsam ist. In EE,F, hat man den Fixpunkt F, < #""*=", die Punk! 
für Punkt festbleibende Gerade EE,c#* und das involutorische Punktepaar Y,,Z;: 
also ist die Abbildung nach dem am Anfang des vorliegenden Beweises erledigten Falle 
n =2 in der Ebene EE,F, eine Involution. Mithin gibt es auf der Geraden E F,, da sie 
nieht Punkt für Punkt fest bleibt, mindestens ein involutorisches Punktepaar Y,,Z,. 
Da nun die Ebene EFF, den Fixpunkt E < %*, die Punkt für Punkt festbleibende Gerade 
FF,<%$"* 1 und das involutorische Punktepaar Y,,Z, enthält, ist die Abbildung auch 
in EFF, involutorisch, d.h. der Bildpunkt Z von Y ist der vierte harmonische Punkt 
zu Y, E,F, Man hat somit gezeigt, daß für jede der beiden möglichen Lagen der Geraden 9 
der beliebige Punkt Y und sein Bild Z ein involutorisches Punktepaar bilden; also ist 7, 
eine involutorisch projektive Abbildung. 

(3) Satz. Jede projektive Abbildung P, des ®? auf sich ist involutorisch, wenn sie 
mindestens zwei involutorische Punktepaare Yx,Zx (x = 1,2) besitzt, und wenn von den 
vier Punkten der beiden Paarc nicht drei in einer Geraden biegen, die Involution ist vom 
Typus Jy'. 

Beweis. Die Geraden Y,Z, und Y,Z, werden nach (1) involutorisch auf sich ab- 
gebildet und schneiden sich daher in einem Fixpunkt E. Nach (1) gibt es ferner auf Y}Z, 
einen Fixpunkt F,, auf’Y,Z, einen Fixpunkt Fa; F,F, wird auf sich abgebildet. Die 
Gerade Y, Y, geht bei P, über in die Gerade Z, Z,, also ist der Schnittpunkt Y, Yz,xXZ,2,=D) 
ein Fixpunkt. Läge D außerhalb der drei Geraden EF,, EF,, F,F,, so wäre die Abbildung 
P, des ®? auf sich nach 1, (8) die Identität. Dies ist unmöglich, da Y,Z, und Y3Z, in- 
volutorisch auf sich abgebildet werden, Aus dem gleichen Grunde kann D weder in EF, 
noch in EF, liegen. Folglich ist D in F,F, enthalten, d.h. F,F, bleibt nach 1, (8) Punkt 
für Punkt fest. Da esin ®? somit die Punkt für Punkt festbleibende Gerade F, F,, den Fix- 
punkt EdF,F,und ein involutorisches Punktepaar, z. B. Y,, Z, gibt, ist die Abbildung P, 
nach (2) eine Involution, und zwar vom Typus rg 

Im folgenden werden die Geraden, die durch das involutorische Punktepaar Y,, Z 
bestimmt werden, mit 9» und die Fixpunkte der auf g« gemäß (1) vorliegenden Involution 
mit Ex, Fax bezeichnet. 

Im Falle » = 3 wird zunächst gezeigt, daß mindestens drei involutorische Punkte- 
paare. notwendig sind, dann, daß sie bei Ausschaltung einer speziellen Lage hinreichen, 


um den involutorischen Charakter einer projektiven Abbildung des ®? auf sich zu be- 


stimmen, 

(4) Satz. Durch zwei involutorische Punktepaare kann man den involutorischen Cha- 
rakter einer projektiven Abbildung des ®°? auf sich nicht jestlegen. 

Beweis. Durch zwei involutorische Punktepaare sind vier Original- und vier Bild- 
punkte einer projektiven Abbildung des ®? auf sich bekannt. Diese reichen aber nach 
dem Fundamentalsatz 1, (8), von dem hier in vollem Umfange Gebrauch gemacht wird, 
nicht aus, um eine projektive Abbildung des ®? auf sich festzulegen. Daß die Abbildung 
des ®? auf sich nicht notwendig eine Involution ist, wenn sie zwei involutorische Punkte- 
paare aufweist, zeigt das Beispiel: 
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bei dem es die involutorischen Punktepaare 1,0,0,0; 0,1,0,0 und 0,0,1,0: 0,0,0,1 
gibt. Der Punkt 1,1,1,1 und sein Bild 1,1,2,2 bilden kein involutorisches Punkte- 
paar: also ist die Abbildung des ®? auf sich nieht involutorisch., 

(5) Satz. Jede projektive Abbildung des ®° auf sich mit drei involutorischen Punkte- 
paaren Yx,Zx (x =1,2,3), die nicht sämtlich in einer Ebene liegen, ist eine Involution, 
und zwar 

(5, 1) die Involution J 5’, wenn die drei Geraden 9,, de, 9, haarweise windschief sind: 

(5,2) die Involution J}', wenn die Geraden 9,, 9, derselben Ebene &? angehören 
und dort eine Involution bestimmen, und wenn die Gerade 9, die Ebene 8? in einem Punkte 
der Achse dieser Involution schneidet; 

(5, 3) die Involution ]}'”, wenn die drei Geraden 9,, 9, 93 durch einen Punkt gehen, 
mit anderen Worten: wenn die Geraden 9,, 9, derselben Ebene (2 angehören und dort eine 
Involution bestimmen, und wenn 9, die Ebene $? im Zentrum dieser Involution schneidet. 

Beweis von (5, 1). 9, und g, bestimmen einen ®®, 9, ist in diesem ®3 enthalten. 
Läge F, so im ®?, daß von den fünf Fixpunkten Eı, E,, F,, F,. F, nicht vier in einer Ebene 
liegen, 80 wäre die Abbildung im ®? nach 1, (8) die Identität. Läge F, in einer durch drei 
der Fixpunkte Z,, E,, F,, F3 bestimmten Ebene, so daß von den vier Fixpunkten in dieser 
Ebene nicht drei in einer Geraden liegen, so wäre die Abbildung in der Ebene die Identi- 
tät: andererseits enthält sie mindestens ein involutorisches Punktepaar. Also liegt F, 
in einer der durch E,, E,, F,, F, bestimmten Geraden mit Ausnahme von g,, 9. Man 
bezeichnet die Fixpunkte so, daß F,< F,F,. Dieselben Betrachtungen gelten für E5: 
aber E,R{F,F, da auf g, ein involutorisches Punktepaar liegt und F, F, Punkt für 
Punkt festbleibt. Wäre Z,<C E,F,, dann lägen q,, 9; in der Ebene E, F, F,, wären also 
nicht windschief; ebenso ist E,< E, Fı unmöglich. Also ist E,< E, E, und E, E, bleibt 
Punkt für Punkt fest. E, E, und F, F, sind zueinander windschief; sonst lägen 9,, 92; Qs 
ineinem ®? und wären nicht paarweise windschief, Mithin liegt im ®, nach (2) die In- 
volution /’' vor. 

Beweis von (5,2) und (5,3). Die Ebene $? bleibt als Ganzes fest und wird daher 
von 9, in einem Fixpunkt F, bzw. E, geschnitten. F, bzw. E, liegt, da die in &? bewirkte 
Abbildung gemäß der Voraussetzung involutorisch und somit vom Typus J}'' ist, entweder 
in der Achse $1 =F/'F, oder im Zentrum %9 =E, =E, dieser Involution. . Im Falle 
F,<%} betrachtet man die Ebene E,E,F,; in dieser gibt es mindestens zwei involuto- 
rische Punktepaare, nämlich Y,, Z, und ein involutorisches Punktepaar auf der Geraden 
E,F,, in der, da in &? enthalten, eine Involution vorliegt. Also ist die Abbildung in 
E,E,F, die Involution J9! mit 39 =F,#4=E,E, Im $? liegen mithin zwei wind- 
schiefe Punkt für Punkt festbleibende Geraden E,E,, F,F, und ein involutorisches Punkte- 
paar, z.B. Y,,Z,, vor; folglich ist die Abbildung im ®? nach (2) eine Involution, und zwar 
vom Typus J3''. Ist dagegen E, mit dem Zentrum 39 =E, =E, von J2 ' identisch, so 
betrachtet man die Ebene E, F, F,. In dieser hat man zwei involutorische Punktepaare, 
nämlich je eins auf g,, 93, also nach (3) eine Involution mit dem Zentrum E, und der Achse 
F\F,. Die Geraden F,F, und F,F, bleiben mithin Pvakt für Punkt fest; da sie nicht zu- 
samınenfallen — sonst lägen 9,, 93, 95 entgegen der Voraussetzung in einer Ebene —, so 
bestimmen sie eine Ebene, die auf Grund von 1, (8) bei der Abbildung Punkt für Punkt 
festbleibt. Nach dem Satze (2) hat man daher im ®? eine Involution, und zwar vom Typus 

0:2 
3 

Im Falle » = 4 genügen weniger als drei involutorische Punktepaare nicht zur Be- 
stimmung des involutorischen Charakters einer projektiven Abbildung des ®* auf sich, 
da (diese bereits im Falle » = 3 nicht ausreichen. Ferner sind drei involutorische Punkte- 
paare Yu, Z(z =1 


‚2,3) hierzu nieht hinreichend, wenn die drei Geraden 9,, 93, 9, dem- 
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selben ®®? angehören, oder wenn g,, 9, in einer Ebene liegen und g, zu dieser Ebene wind- 
schief ist. Denn nach dem Fundamentalsatz 1,(8) sind zur Bestimmung einer projek- 
tiven Abbildung des ®* auf sich sechs Original- und sechs Bildpunkte notwendig und 
hinreichend, wenn von den sechs Punkten nicht fünf in einem ®? enthalten sind, was aber 
bei den angegebenen speziellen Lagen von 9,, 93, 93 nicht der Fall ist. Es gilt der folgende 
Satz: 

(6) Satz. Für die Bestimmung des involutorischen Charakters einer projektiven Ab- 
bildung des ®* auf sich sind notwendig und hinreichend: 

(6, 1) drei involutorische Punktepaare Yr,Zx (x = 1,2, 3), wenn je zwei der Geraden 
91: O2, 9, einen ®® bestimmen, aber nicht alle demselben ®° angehören; 

(6, 2) vier involutorische Punktepaare Yx,Zx (x =1,...,4), wenn 9,, da, O3 in einem 
P3 enthalten sind und dort die Involution J - hervorrufen, während g, diesem ®? nicht 
angehört, ihn aber in dem Zentrum %% der Involution J 9? schneidet. 

Im Falle (6,1) ergibt sich die Involution J}'*, im Falle (6,2) die Involution J}”- 

Die Fälle, in denen vier involutorische Punktepaare Y,Z» (x =1,...,4) so ge- 
geben sind, daß g,, 93, 9, in einem ®® die Involution J3'” hervorrufen und g, nicht in 
diesem ®° enthalten ist, ihn aber in einem Fixpunkte F, < %3 schneidet, oder daß g,, 9, 93 
in einem ®? die Involution J1'! bestimmen und g, diesem ®°? nicht ängehört, ihn aber 
in einem Fixpunkte F,c #1 schneidet, braucht man nicht gesondert zu betrachten, 
weil sich dann im ®* wieder die Involution J}'” ergeben würde. Diese kann man aber, 
wie aus (6, 1) hervorgeht, bereits durch drei involutorische Punktepaare festlegen. 

Beweis von (6, 1). 9, schneidet den durch g,, 9 bestimmten &?in einem Fixpunkt E,. 
In &3 liegen demnach die fünf Fixpunkte E,, E,, E,, F,, F,; von diesen gehören vier dem- 
selben ®? an, denn sonst wäre die Abbildung im &? nach 1, (8) die Identität. E, kann 
nun nicht in einem durch drei der Fixpunkte E,, E,, F,, F, bestimmten ®? so liegen, daß 
nicht drei der Fixpunkte in demselben ®? enthalten sind, weil dann die Abbildung in 
diesem ®? die Identität wäre. Also liegt E, in einer der durch Z,, E,, F,, Fa bestimmten 
Geraden mit Ausnahme von 9,,9:. Es sei E,c E, E,, dann bleibt E, E, Punkt für Punkt 
fest. Die Ebene E, E,F, enthält somit die Fixgerade E, E,, den Fixpunkt F,dE,E, 
und das involutorische Punktepaar Y,,Z,. Also ist die Abbildung in dieser Ebene nach (2) 
eine Involution mit dem Zentrum F, und der Achse E, E,; folglich gibt es auf E, F, min- 
destens ein involutorisches Punktepaar Y,,Z,. Die Ebene E,F,F, enthält daher zwei 
involutorische Punktepaare, nämlich Y,,Z, und Y,,Z,; mithin ist dort die Abbildung 
nach (3) die Involution 79! mit 5} =F,F,. Ebenso zeigt man, daß F,F, Punkt für 
Punkt. festbleibt. F,4F,F, da 9,46©°; also bestimmen F,F,, F,F, einen %%. 
5'=E,E, und %? sind zueinander windschief; sonst lägen g,, 9, 9, entgegen der Vor- 
aussetzung in einem &%. Nach (2) hat man daher im ®, eine Involution, und zwar 
vom Typus J; °- 

Beweis von (6,2). Nach Voraussetzung bestimmen g,, gs, 9, in einem &? die In- 
volution J}'”. Da &° mithin bei der Abbildung in sich übergeht, schneidet g, den ®° 
in einem Fixpunkt E,, der nur in den Fixräumen %9 oder %% der Involution 7}? liegen 
kann, weil sonst die Abbildung im &? die Identität wäre. Es wird E,C%2?) ange- 
nommen. Man betrachtet die Ebene E,F,F,;,; in dieser hat man zwei involutorische 
Punktepaare, nämlich Y,,Z, und Y,,Z,, also nach (3) eine Involution mit dem Zentrum 
E, und der Achse F, F,. Die Gerade F, F, bleibt daher Punkt für Punkt fest. Da F,F, 
nicht in %3 enthalten ist — sonst lägen 9,, 93, 93, 94 entgegen der Voraussetzung in einem 


’)Die Fixpunkte #,,#% auf denjenigen Geraden gs, die nach Voraussetzung eine Involution J'” 
(o+0=k—l1, o<o) bestimmen, werden stets so bezeichnet, daß die Fixpunkte E, in %°, die Fixpunkte 
F, in %° enthalten sind. 
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%, —, aber mit 53 den Punkt F, gemeinsam hat, bestimmen 7,7, und #2 einen #3, der 
auf Grund von 4, (8) Punkt für Punkt festbleibt. Somit ist die Abbildung ; im ®* nach (2) 
eine Involution, und zwar vom Typus J} °. 

Im Falle » = 5 reichen drei involutorische Punktepaare noch nicht aus, um den 
involutorischen Charakter einer projektiven Abbildung des ®5 auf sich festzulegen. Denn 
durch sechs Punkte und ihre Bildpunkte wird im ®° nach dem Fundamentalsatz 1, (8) 
noch keine projektive Abbildung bestimmt. Ebenso genügen vier involutorische Punkte- 
paare Y«,Z» (2=1,...,4) noch nieht, wenn di® Geraden 9,,.. ., 9, demselben ®* an- 
gehören, oder wenn 9,, 93, 95 in demselben enthalten sind und q, zu diesem ®? windschief 
ist, oder wenn 9,, 9, in einem ®? und 93, 9, in einem zu ®3 windschiefen ®3 liegen. 
Denn bei diesen Lagen der Geraden g,,.. ., 9; wird die nach 1, (8) notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Bestimmung einer projektiven Abbildung des P® auf sich, 
nämlich daß sieben Original- und sieben Bildpunkte gegeben sind und von den sieben 
Punkten nieht sechs einem ®* angehören, nicht erfüllt. Es gilt der folgende Satz 

(7) Satz. Für die Bestimmung des involutorischen Charakters einer projektiven Ab- 
bildung des ®® auf sich sind notwendig und hinrcichend: 

(7,1) wer inwolutorische Punktepaare Yx,Zx (2x = 1,...,4), wenn die Geraden 9,, 
Q2. 9, in einem R*enthalten sind und dort die Involution > ° hervorrufen, während q, diesem 
P' nicht angehört, ihn aber in einem Fixpunkt F,<%% schneidet: 

(7,2) vier inwolutorische Punktepaare Ya, Z/x (z = 1,..., A), wenn g,, da, 9, in cinem 
Rt enthalten sind und dort die Involution J\” hervorrufen, während g, diesem ®* nicht an- 
gehört, ihn aber in einem Fixpunkt E,< 1 schneidet; 

(7,3) fünf involutorische Punktepaare Yr,Z» (#=1,...,5), wenn 91...,9, in 
einem ®* enthalten sind und dort die Involution J |” hervorrufen, während q, diesem ®* 
nicht angehört, ihn aber in einem Fixpltnkt E,c 5% schneidet. 

Im Falle (7,1) ergibt sich die Involution J? *, im Falle (7,2) die Involution ]}'*, im 
Falle (7,3) die Involution J;'' 

Der Fall, daß fünf involutorische Punktepaare Ya, Zx (x =1,...,5) gegeben sind 
und g,....,94 ineinem ®* enthalten sind und dort die Involution Erg hervorrufen, wäh- 
rend q, diesem ®* nieht angehört, ihn aber in einem Fixpunkt F,< %3 schneidet, würde 
im $5 auf die Involution J}'” führen und kann daher außer Betracht gelassen werden, 
weil man nach (7,2) die Involution J; ” bereits durch vier involutorische Punktepaare 
festlegen kann. Lägen 9,,...,9, in einem ®* so, daß man in ®* die Involution J1® 
hätte, dann würden nach (6, 1) bereits drei der G®raden g,,.. . ., 94 genügen, um diese In- 
volution in ®* zu bestimmen: man hätte also wjeder die Fälle (7,1) und (7, 2). 

Beweis von (7,1) und (7,2). Da 9,, 92, 95 nach Voraussetzung in einem &* die In- 
volution Jı * hervorrufen, wird 6* auf sich abgebildet, also von 9, in einem Fixpunkte 
E, bzw. F, geschnitten. Dieser kann nur entweder in $! oder in #2 der Involution J; * 
liegen: sonst wäre die Abbildung von &* auf sich nach 1, (8) die Identität. Ist #7, %®3, 
so betrachtet man die Ebene E,,E,F;. InE, E, F, gibt es mindestens zwei involutorische 
Punktepaare, nämlieh Y,,Z, und ein involutorisches Punktepaar auf der Geraden ETF, 
die, da in &*% enthalten, involutorisch auf sich abgebildet wird. Also ist die Abbildung 
in E,E,F, nach (3) eine Involution mit dem Zentrum F, und der Achse E,E,. Die Punkt 
für Punkt festbleibende Gerade E,E, ist nieht in $! enthalten, da gyd ®*. Da E,E, 
und %! den Punkt E, gemeinsam haben, bestimmen E,E, und #1 einen #?, der nach 
1,(8) Punkt für Punkt fest bleibt. Dieser 3? ist zu %2 < &* winds@hief; sonst lägen 
ds. ., Qu entgegen der Voraussetzung in einem &#, Mithin hat man auf Grund von (2) im 
2 eine Involution und zwar vom Typus /2?. Nimmt man dagegen E,<#} an, dann 
betrachtet man die Ebene E,F,F,. In E/F,F, gibt es mindestens zwei involutorische 


. . 2 
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Punktepaare, nämlich Y,,Z, und ein involutorisches Punktepaar auf der Geraden E,T. 
die, da in &* enthalten, involutorisch auf sieh abgebildet wird. Folglich liegt in E, FT, 
nach (3) eine Involution mit dem Zentrum E, und der Achse F,F,vor. FF, TA%, da 
94 6%; also bestimmen FF, und 52, da F,< #32, einen 3°, der nach 1,(8) Punkt für 
Punkt festbleibt. %° und %] < &* sind zueinander windsehief; sonst lägen 9... 4 
in einem (%*, was der Voraussetzung widerspräche. Man hat daher nach (2) im ®° eine 


Involution, und zwar vom Typus J}®. 


Beweis von (7,3). Der durch 9,,. » ., 94 bestimmte &* geht als Ganzes in sich über, 
wird also von 9, in einem Fixpunkt FE, geschnitten. Da in &* nicht die Identität, sondern 
die Involution 2 vorliegt, kann E, nieht außerhalb von %2 und %3 liegen. Nach Vor- 
anssetzung ist E,< A. In der Ebene E,F,F, liegt nach (3) eine Involution mit dem 
Zentrum E, und der Achse FF, vor, da in E,F, F, die involutorischen Punktepaare Y,,Z, 
und Y,,Z, enthalten sind. Die Punkt für Punkt festbleibende Gerade 7,F, ist nicht in 
$ enthalten, da 9,4 6*, hat aber mit 5} den Punkt F, gemeinsam. FF, und 33 
bestimmen daher einen %*, der nach 1,(8) Punkt für Punkt festbleibt und zu $% wind- 


schief ist. Auf Grund von (2) ist mithin die Abbildung des ®° auf sich eine Involution 
0:4 


nnd zwar vom Typus J, 


$3. Beweis der Sätze A und B. 

Da das vollständige Ergebnis für beliebiges n, das bereits in $1 in den Sätzen A 
und B formuliert worden ist, für n = 2k — 1 und n = 2k verschieden lautet, wird bei 
dem Beweis, der — wie schon erwähnt — induktiv geführt werden soll, zunächst vom 
Falle mn = 2k — 2 aufn =2k — 1, dann von n = 2k — | auf n =2k% geschlossen. 

Beweis des Satzes B. Im Falle n =2%k —1 reichen weniger als k + 1 involuto- 
rische Punktepaare nieht aus, um den involutorischen Charakter einer projektiven Ab- 
bildung des ®*' auf sich festzulegen. Denn es wären dann weniger als 2% —1 Or- 
ginal- und Bildpunkte gegeben, die aber nach dem Fundamentalsatz 1, (8) erforderlich 
sind, um eine projektive Abbildung des ®*"' auf sieh zu bestimmen. Ferner erweisen 
sich k -+ o involutorische Punktepaare Y»,2x (x =1,..,„R+o; o=1,..., k—2) als 
nicht hinreichend zur Bestimmung einer involutorisch projektiven Abbildung des ®” 


auf sich, wenn die Geraden 9,,. . ., 9«--. einem ®?*-? angehören, oder wenn die Geraden 


R-+ : . 2 or 
u ee =) in einem ®*-2= und die Geraden Qe+g—o-+17 » » »> Artı 


in einem zu ®#*-2— windschiefen ®° enthalten sind. Denn dann liegen von den 2 k--20 
Original- und Bildpunkten, die durch die involutorischen Punktepaare gegeben werden, 
je 2k der 2k +20 Punkte in einem ®%#-?, d.h. die nach 1, (8) notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Festlegung einer projektiven Abbildung des ®*-! auf sich 
ist nicht erfüllt. Wenn man diese speziellen l.agen der gegebenen involutorischen Punkte- 
paare ausschließt, so wird durch k + o involutorische Punktepaare (o =1,...,„R —|1) 
im B%*-1 stets eine Involution erzeugt. Von welchem Typus sie bei vorgeschriebener 
Lage der involutorischen Punktepaare ist, wird dureh den Satz B angegeben, dessen 
Beweis nun durch vollständige Induktion von n = 2k — 2auln = 2% — I geführt wird: 
Man macht also die Annahme, der Satz A sei richtig für n = 2k —2. Dann ist man zu 
den in B gemachten Voraussetzungen über die Lage der involutorischen Punktepaare 
bereehtigt. 

Im Falle (B,) nimmt man an, daß g,,.. ., 9x in demselben 8%? enthalten sind und 
dort die Involution 75,2," hervorrufen. Dieser &°*? bleibt also bei der Abbildung als 
(sanzes fest und wird daher von 9,4, in einem Fixpunkt F,,, geschnitten, der entweder 
in 2, oder in 3%, liegt; sonst wäre die Abbildung im 2*2 nach 1,(8) die 
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Identität. Nach Voraussetzung ist Fa+ı < 35,',. Man betrachtet die Ebene E, Er4, Fax, ®), 
in der es mindestens zwei involutorische Punktepaare gibt, nämlich Y,;,,Z;:, und ein 
involutorisches Punktepaar auf der (Geraden E, F;:,, die, da in 92°? enthalten, involu- 
torisch auf sieh abgebildet wird. Mithin ist nach 2, (3) die Abbildung in E, Exı, Fr:ı 
eine Involution mit dem Zentrum Fz;, und der Achse E, Ex:,. Die Punkt für Punkt 
festbleibende Gerade E, E,:, ist nieht in %%, 2, enthalten, da 94+, 82-2, hat aber 
mit 55,2, den Punkt E, gemeinsam. Folglich bestimmen E,E;:, und 35,7, einen 
a1, der nach 1, (8) Punkt für Punkt festbleibt. Dieser 3’ und u, < &?*-2 sind 
zueinander windschief; sonst lägen 9,, . . -, 9x:, entgegen der Voraussetzung in demselben 
#2, Nach 2,(2) ist daher die Abbildung des ®°* ! auf sich eine Involution vom 
Tree u, 

Im Falle (B,) (oe =2,...,k) wird vorausgesetzt, daß 9, ..., Srte-2 demselben 
62#°°2 angehören und dort die Involution J5%*"?"? bestimmen. Dieser $?° ? geht 
also bei der Abbildung in sich über und wird somit von 94: .— in einem Fixpunkt Ex. ı 
geschnitten, der entweder in 352, oder in 35,5? enthalten ist; sonst wäre die Ab- 
bildung im 6 2 nach 1,(8) die Identität. Man nimmt Ex:,-1< %,°, an. In der 
Ebene Ex. .-ı Fj Ferro gibt es mindestens zwei involutorische Punktepaare, nämlich 
Yin 2801 und ein involutorisches Punktepaar auf der Geraden Ey+,-ı F,, die, da 
in 62°? enthalten, involutorisch auf sich abgebildet wird. Daher ist nach 2, (3) die Ab- 
bildung in Exıgı Fi Faro eine Involution mit dem Zentrum Ey, ı und der Achse 
F Faro. Da gere-ı EG#2, ist F, Faro d Fiiez®. Also bestimmen 7, Far g-ı 
und te? wegen F, < 5%, °,? einen %*"=2, der nach 1, (8) Punkt für Punkt fest bleibt. 
Dieser Fre 2 und 35,%, sind zueinander windsehief; sonst lägen 9,,- - 94. ı Im Wider- 
spruch zur Voraussetzung in demselben 9%-2, Nach 2, (2) ist mithin die Abbildung des 
P# 1! auf sich eine Involution, und zwar vom Typus JA, %*"0”2. Würde man Eyr.-ı 

5,5” annehmen, so würde im B%#' eine Involution vom Typus Je} "+ 4e=3 
vorliegen. Für o = 2 ist das der Fall (B,); für o =3,..., %k braucht man diesen Fall nicht 
gesondert zu betrachten, da man die Involution J%70#",*+e=3 bereits durch k+0—2 in- 
volutorische Punktepaare bestimmen kann, wie eben gezeigt worden ist. Damit ist der 
Beweis von B, d.h. für ungerades n = 2k — 1, vollständig erbracht. 

Beweis des Satzes A. Für n = 2% genügen aus dem gleichen Grunde wie im Falle 
n == 2k — | weniger als k +1 involutorische Punktepaare nieht zur Bestimmung einer 
involutorisch projektiven Abbildung des ®* auf sich. Ferner reichen R —+ » involutorische 
Punktepaare Yx,Z/(z =1...,„k+o;0o=1,...,k —41) nach 1,(8) nieht dazu aus, 
wenn die Geraden 9,, .. ., 9 :, einem B*-" angehören, oder wenn die Geraden 91, - . -, % 


I$-+-0o]\. ! ’ , . i 
(eo =1 | = in einem ®%#-1=° und die Geraden Qrre-0415 - + +, Qxı+, IN einem 


0-7 
yo. 


zu 99-1 windschiefen ®” enthalten sind; denn es liegen dann je 2%-+-1 Original- 
bzw. Bildpunkte in einem B%*-1, Bei Ausschluß dieser speziellen Lagen wird durch k -- o 
involutorische Punktepaare im ®* stets eine Involution hervorgerufen. Aus dem Satze A 
ist ersichtlich, von welehem Typus sie bei vorgeschriebener Lage der involutorischen 
Punktepaare ist. Der Satz A wird nun bewiesen, indem man den induktiven Beweis 
durch den Schluß von n = 2k — 1 auf n = 2% vervollständigt. Auf Grund der An- 
nahme, daß der Satz A für n—2k-—2 gilt, ist die Richtigkeit des Satzes B für 
n = 2k — 1 gezeigrt worden, und man ist daher auch zu den Voraussetzungen des Satzes A 
berechtigt. 

Im Falle (A,) wird vorausgesetzt, daß 9,,. . ., 9 einen &#-! bestimmen, der also 
bei der Abbildung als Ganzes festbleibt, da q,,.. ., 9 in sich übergehen. 9.1 schneidet 


») Über die Bezeichnung der Fixpunkte gilt dieselbe Festsetzung wie in ?). 
32% 





PER Kretschmer, Die projekliven Involulionen des n-dimensionalen Raumes. 
) 


daher den &%#-! in einem Fixpunkt Zi. Pre liegt nicht in einem P(r =1,.. ., 2—1), 
der durch » +1 der Fixpunkte E,,..., En Fiy-.., Fr, unter denen mindestens ein Paar 
Ex, Fa(# =1,...,k) vorkommt, Keukianeet wird, so, daß von den » +2 Fixpunkten 
nicht » +1 einem ®’*' angehören. Denn in diesem ®’ wäre die Abbildung dann nach 
1, (8) die Identität: anderseits enthält aber ®’ mindestens ein involutorisches Punktepaar, 
nämlich Yx, Zx. Also liegt E,+ı in einem ®", der nur von Fixpunkten Zx(x =1,..., k) 
bestimmt wird. « muß gleich k — 1 sein; wäre u =k — 2, dann lägen 9,,.. ., 1, Okz+ı 
in einem ®%*=2: denn durch g,, . . -, 9&—ı wird ein ®%#-? gegeben, 9441 hätte mit diesem 
2% 3 den Punkt E,., gemeinsam, der in dem durch E,,..., Er-ı bestimmten ®*? 
enthalten ist: d.h. es würde durch den ®#-3 und 9441 ein B2*-2 definiert, was jedoch 
der Voraussetzung widerspricht, daß je % der Geraden 9 (#z =1,...,%k +1) einen ®#+-' 
bestimmen. Somit gibt es in dem %" = 5°! die k +1 Fixpunkte E,..., En, Eszı, 
von denen nicht %k in einem ®*-? enthalten sind, d.h. %*' bleibt Punkt für Punkt 
fest. Man betrachtet nun die Ebene E, E, F,, die die Punkt für Punkt festbleibende Ge- 
rade E, E,, den Fixpunkt F,<d E,E, und das ınvolutorische Punktepaar Y,,Z, besitzt. 
Nach 2, (2) ist die Abbildung in E, E, F, also eine Involution; mithin gibt es auf EZ, F, 
mindestens ein involutorisches Punktepaar Yy42,Zr+2. In der Ebene E,F,F, gibt es 
daher die zwei involutorischen Punktepaare Y,,Z, und Yyıs, Zr+2; folglich ist dort die 
Abbildung eine Involution mit dem Zentrum E, und der Achse F, F,, d.h. F, F, bleibt 
Punkt für Punkt fest. Ebenso zeigt man, daß F, Fy,..., F, Fer Punkt für Punkt iest- 
bleiben. 7,..., # bestimmen — wie oben für E,,..., Exzı gezeigt — einen $*'; 
sonst lägen Q,...,Ax in einem ®*=2, Dieser $*=1 bleibt nach 1,(8) Punkt für Punkt 
fest, da F, F3,..., FL Fr Punkt für Punkt jest bleiben. Da q,,.:., 9x+1 nicht in dem- 


hl 


selben ya ihn sind, bestimmen F, Fa4ı und 5°? einen 5*, der zu dem 5 


der E),.. ., Er enthält, windsehief ist. Die Abbildung des ®* auf sich ist daher nach 
2, (2) eine Involution, gr zwar vom Typus JEt%, 

Im Falle (A,) (oe = 2,....k) nimmt man an, dab 9... Ar+o—ı ın demselben 
61 enthalten sind und dort die Involution J5,*+07? hervorrufen. Dieser 6! 
bleibt also als Ganzes fest und wird daher von g94+, in einem Fixpunkt EZ, +, geschnitten, 
der entweder in 55,%, oder in 5,27? liegt; sonst wäre die Abbildung des 6%#=! au! 


—] 
sich die Identität. Wird Z,,,C#%7%, vorausgesetzt, so betrachtet man die Eben« 
Erzu Fi Faro. Im dieser gibt es mindestens zwei involutorische Punktepaare, nämlich 
Yıro Zr, und ein involutorisches Punktepaar auf der Geraden E,+, F,, die, da in 6?*=' 
enthalten, involutorisch auf sich abgebildet wird. Mithin ist die Abbildung in Eu 4, F} Fıx. 
eine Involution mit dem Zentrum Ey, und der Achse F, Fy4.. Die Punkt für Punkt 
festbleibende Gerade F, Fyr, ist nieht in A%t27' enthalten, da 94,4 8%#-1, hai 
aber mit #47? den Punkt F, gemeinsam. Also bestimmen 7, %«+, und Be 
einen nach 1, (8) Punkt für Punkt festbleibenden 3*+°!, der zu 55,2, RE ist. 
da 91. ., +, nicht alle demselben &**-1 angehören. Die Abbildung des ®* auf sich 
ist somit nach 2, (2) eine Involution vom Typus J57%*+e=1, Zu bemerken ist noch, dat: 
im Falle Eı4, Ci hre- e=! im ®* eine Involution vom Typus J572+1.*+0e2 vorliegen würde. 
die man aber bereits dureh k-+-0o—1 involutorische Punktepaare bestimmen kann; 
also kann man diesen Fall außer Betracht lassen. Man hat somit den Satz A, d.h. den 
Falln = 2k, bewiesen und gezeigt, dal» die Sätze A und B zusammen das vollständige 


Ergebnis für beliebiges n darstellen. 


s 4. Realitätsverhältnisse. 
Wie schon in $1 angekündigt, sollen im vorliegenden Paragraphen involutorısch 
projektive Abbildungen reeller projektiver Räume auf sich untersucht werden. Dies er- 
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iordert einige Vorbemerkungen: Wie der n-dimensionale reelle projektive Raum ®R” de- 
finiert wird, und daß er ein echter Teil des komplexen Raumes ®” ist, wurde bereits in $1 
gesagt. Einen echten Teil des komplexen ®” bildet auch der n-dimensionale imaginäre 
projektive Raum D"”, der einen reellen R” enthält, sonst aber ganz aus imaginären 
Punkten besteht. Der imaginäre Raum ©” schneidet den Raum, der seine konjugiert 
imaginären Punkte enthält und im folgenden mit DO)” bezeichnet wird, in dem reellen 
*”, derihm angehört. Ein Q” ”', der also keinen reellen Punkt enthält und hochimaginär 
genannt wird, ist mithin zu seinem konjugiert imaginären Raum ©% —" windschief. 

Will man den involutorischen Charakter einer projektiven Abbildung des reellen R” 
auf sich durch eine gewisse Anzahl von involutorischen Punktepaaren festlegen, so gelten 
auch die Sätze A und B, wenn man voraussetzt, daß solche involutorischen Punktepaare 
Yx, Z» gegeben sind, daß die Fixpunkte auf den Geraden gs reell sind. Dann enthalten 
die Fixräume 5° und %"7°7" der Involution J*2"—'! 9-41 bzw. n—o linear unabhängige 
reelle Punkte, sind also reell. Ist es nun auch möglich, daß man auf einigen oder auf allen 
Geraden Y»,Zx eine Involution mit imaginären Fixpunkten vorschreibt, d.h. können 
die Fixräume der Involution im R” imaginär sein, also nur zum Teil oder gar keine reellen 
Punkte enthalten? Diese Frage beantwortet der folgende Satz: 

(1) Satz. Bei der Involution vom Typus JS," *!, und nur bei dieser ist es möglich, 
daß die Fixräume K*—' und A! imaginär, und zwar hochimaginär, sind; mit anderen 
Worten: eine involutorisch projektive Abbildung des R” auf sich kann fixpunktfrei sein. Bei 
allen anderen Involutionstypen sind die Fixräume im R” reell. 

Beweis. indirekt. Man nimmt an, die involutorisch projektive Abbildung J*’ 
(»+4A=n—1,x<öh) des reellen projektiven Raumes R” auf sich sei so beschaffen, 
daß mindestens einer der Fixräume, etwa %”, nicht reell sei. Zu den imaginären Punkten 
von %” muß es die konjugiert imaginären Punkte geben, die einen %% bestimmen. Enthält 
3 einen reellen %’ (—1<o<x), so bedeutet dies, daß 5” den %% in diesem %° schneidet. 
lägen nun die konjugiert imaginären Punkte von %* in %* selbst, so wäre %” reell, 
was aber der Annahme nach nicht der Fall ist. Folglich müssen die konjugiert imaginären 
Punkte von %* in %* enthalten sein. Da %* und 3” windschief sind, kann %* und 3%’ 
keinen reellen Punkt enthalten. Gäbe es in %* mindestens einen reellen Punkt, so ver- 
binde man diesen mit einem Punkt von %*; man hätte dann eine Gerade, die einen reellen 
und einen imaginären Fixpunkt enthält, aber nicht Punkt für Punkt fest bleibt; dies ist 
jedoch unmöglich. Mithin kann auch #%* keinen reellen Punkt besitzen. Die konjugiert 
imaginären Punkte von %* können nun wieder nicht in %? liegen, sonst wäre % reell. 
Doch %* kann nicht alle konjugiert imaginären Punkte von % enthalten, da x <A vor- 
ausgesetzt worden ist. Daher ist die Annahme hinfällig, d.h. bei der Involution J** ist, 
wenn x < A, sowohl %* als auch %? reell. Nimmt man dagegen x = A an, so kann man 
auf die gleiche Weise schließen, daß es möglich ist, daß %* =" und %” ”' ganz aus imagi- 
nären Fixpunkten bestehen, und zwar die konjugiert imaginären Fixpunkte von $* ”' in 
3» 1 — 7% 7! enthalten. 


Eingegangen 11. April 1944. 





